Pojecia ciagu uzywamy, mowiac o kolejno ustawionych obiektach. Moga to by¢
obickty matematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciggi liczbowe,
czyli takie, ktorych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyklady ciagow:

1,4, 9, 16, 25, 36. ... — ciag kwadratéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich,

3.5, 43, &, 5. ... — ciag odwrotnoéei kolejnych liczb pierwszych,
14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych

przyblizen liczby v/2.



3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3. 6, 10, 15, ... to kolejne liczby trojkatne — nazwe wyjasnia ponizszy
rysunek. O

O QO
O QO CO0O
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6

i =1 do =3 a4:=10 s = 15

Mowimy. ze liczby tréojkatne tworza ciag. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: a,, as,as, ..., kto-
re nazywainly wyrazami ciagu.

Przyktad 1

W ciggu: 1. 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na pr z,}rklad wyraz ag = 9° = 81, a;p = 10% = 100,

Ogolnie, n-ty wyraz ciagu ma postacé: a,, = n-.

Cwiczenie 1

Odgadnij regule, wedlug ktorej mogly powsta¢ wyrazy danego ciagu. i podaj
wyrazy ag oraz ay tego ciagu.
a) 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... c) —1, 1,-1,1,-1,1, -1, 1,
B 4 4 ke 3,

i
i6° 327 647 *°"
Definicja
Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbior
liczb naturalnych dodatnich.
Czasem za dziedzine ciggu przyjmowany jest zbior wszystkich liczb naturalnyeh N.
Uwaga. Zamiast .ciag nieskonczony” bedziemy pisa¢ krotko: .ciag”.

Kiedy mowimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
ji. I tak ciag a: N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkeji a, czyli

wyrazy ciagu: a(l), a(2), a(3), ..., VY 5

oznaczamy odpowiednio: a, as, as, ... L E
Przyktad 2 1 B O -
Na rysunku obok przedstawiono wy- i - *’
kres ciagu odwrotnosci knl{*jny(:h liczb ! -
naturalnych dodatnich: 1,1, 4. 4,... o 1 2 3 45
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Cwiczenie 2

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciagu kolejnych liczb parzystych: 2, 4,
6. 8 10, ..., a na rysunku B wykres
ciagu stalego o wszystkich wyrazach
réwnych 3. Podaj wyrazy siedemnasty
oraz setny kazdego z tych ciggow.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres ciagu:

a) polowek kolejnych liczb naturalnych: 3. %, %._ %, Byieca

b) kolejnych poteg liczby % % %,

¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, —2, 2, =2, ...

L

» 167 7

=

Y b

(4 (e e e —— ,- i CZH.EHIHL Zarlast I'FSU“FEC W}rkreﬁ
! ! | ciagu w ukladzie wspolrzednych (ry-

2 f sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy

oy e A | _ zaznacza¢ na osi liczbowej (rysunek
11 : ; i | ponizej).

@) 1 2 3 4 5 L 0 1 a1 = as a3 agqds

Cwiczenie 4
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazow danego ciagu.
a)0,4,2, 8 8 b b)4,2,1,4,4 1 ... ¢)1,-1,2,-2,3,-3, ...

93 93 9F 3y 99 ) 21

Wiekszos¢ ciagéw przez nas rozpatrywanych to ciagi, ktorych wyrazami sa
liczby — takie ciagi nazywamy ciggami liczbowymi. Oprocz ciggéw liczbowych
rozpatruje sie rowniez inne ciagi, np. ciag prostych, ciag wielokatow.

Przykiad 3

Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

a (o ag o as

trojkat kwadrat pigciokat szesciokat siedmiokat

3.1. Pojecie ciagu
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Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktorych dziedzing jest zbior
skoficzony {1,2, ...,n}. Ciag a;,as,..., a,, nazywamy ciggiem n-wyrazowym.

Przyktad 4
W tabeli przedstawiono dwa rézine ciagi

. . : . n a 0
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty- (n) (%n)
godnia ulozonych w kolejnosci nastepowa- 1 poniedzialek = czwartek
nia po sobie oraz (b, ) — ciag nazw dni tygo- 2 wtorek niedziela
dnia ulozonych w kolejnosci alfabetycznej. 3  éroda piatek
Zwréé uwage na to, ze w przeciwienstwie czwartek poniedzialek
. ” . g ; . - I : 1
do zbioréw kolejnogé wyrazéw w ciggu ma | °  Platek sobota
znaczenie. Jezeli zmienimy kolejno$é¢ wyra- 6 | sobota sroda
niedziela wtore
7 edziel torek

zOW W clagu, to otrzymamy nowy ciag.

Zadania

1. Podaj wyrazy a-, ag, ag 1 a9 ciagu:
a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5, 7, ...
b) odwrotnosci kolejnych liczb parzystych dodatnich: 1, 1, 2,
¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5. 7, ...

2. Naszkicuj wykres ciagu o wyrazach:
a) —1, =2, -3, —4, -5, ... 2=,
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ... e) —1,2, -3,4, -5,6,...
e —3;8,—3,8,—-3,3, ... f) 1, .1, &, 1

3. Wyrazy aq, as,...,aq ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymi liczby x. do pierw-

V2 =~ 1.41421356237309505
V3 & 1.73205080756887729
T &~ 3,14159265358979324

szego, drugiego, ..., szostego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a) x =2 b) z =3

4. Na rysunku przedstawiono wykres ciagu  y4
(ﬂ--n) o “"}r].'ﬂZﬂ.Ch: ﬂ_l \/'2"‘ \/f:‘j‘ \/{1" . | . .
7 wykresu mozemy odczytaé, e do prze- i e ‘
drih (1:2) ol dwa wyray tegociae | |+ 7T
gu: ax = V2 i az = 3. lle wyrazow P
ciagu (a,) nalezy do przedzialu:

a) (2;3), b)(3:4), c)(4;5),

¢ =7

o 1. X
d) (11;12)?
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3.2. Sposoby okreslania ciggu
Ciag mozemy opisa¢ slownie, podajac warunki, jakie spelniaja jego wyrazy.

Przykiad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnyin liczby 7.
Jest to ciggr 3.1, 4 1, 5:9,8.90,85; 3; 5,89,

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jest to cigg: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciggu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciagu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu
taki wzor nazywamy wzorem ogolnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przykiad 2

a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu o wzorze ogélnym a,, = 7.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

3 _ 3 e
723 — 5 W4 =37

== ]
1, = 2

1
91
b) Oblicz dziesieé¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu o wzorze ogélnym a,, = 1 — =,

Po podstawienin za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:
0,1,2 84561 9

4.7 5T

i 8
1 273 §' 97 10

Cwiczenie 2
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,, ) oraz wyraz ag.

- ??-2 - TLE—] . -3 __ oa b
a) an= T b) a, = 2 &) Gy= P d) a, =n"—n
Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): a;. aq, as, a4 1 aqg.
P = i1 . == 1 5 — n n—1
a) gy= (=17t ¢) a, =(—1)"-n e) a, =(—1)*- ey
b) a, = (—1)7+! . 2" d) a, = (=1)" . 27+ f) a, = (=1)"1. ,j‘_::

3.2. Sposaby okreslania ciagu
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Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozna odgadnac
regule. wedlug ktore] mogly one powstac¢, co pozwala zaproponowac wzor
ogolny tego ciagu.

Przykiad 3
Kolejne wyrazy ciggu | Przykladowy wzor ogélny ciggu
3y By Ty Sl 18y a, =2n+1
4,7,12,19, 28, ... | g =13
—3,3, 8,3, =3, .- | a4y = (=1)"-3

Cwiczenie 4
Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciagu.

a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... e) 1, v2, V3, 2, V5, v6, V7, ..

b) 0, 3,.8, 15, 24, 35, ... f) 4, ¢ &, & 3 3
c) -1, 4, -9, 16, —25, 36, ... g) 75 373 39 T B i

d) 3, =9, 97, <81, 943, .. 1 e R (e T (L

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozemy podac
rozne wzory na n-ty wyraz ciaggu.

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,) sa réwne: —1, 0 i 1. Oblicz wyrazy ay4, a;
i ag, jesli:

a) a,=n—2, b) a, = (n— 2)?, c) an=—cos(n—1)3.

Przykiad 4
Ktére wyrazy ciagu okreslonego za pomoca wzoru a,, = 25—n” sa réwne zern?
= )
25—n~=1
n=-5lubn=>5

Z zalozenia n € N, , zatem jedynym wyrazem ciagu (a, ) rownym zeru jest as.

Cwiczenie 6
Ktore wyrazy ciagu (a, ) sa rowne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
a) a, =12—3n ¢) a, =n?—4

b) a, = 14 — 3n d) a, = 40 — n*
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Zadania

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

_1yn G
.ﬂ-) ay = 4dn — 2 {l} i, = { ;]'.:,} g) iy = (n{]?-'l}'i‘l}
b) an = 3n —n’ e) ap=2— {_;1,}.“ h) a, = ”[iriz;w

(:) Ap = 2" —n f} iy = {_1)ﬂ+1 4+ n 1) iy, = ,”.;.3 + {_”)n-- 1

157 szesc¢ poczatkowyeh wyrazow ci i )i
Wrypisz szes¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,

1 2n
a) a, =19 4 gl Haste
T n=-1

0
bB) a; = {

2" dla n parzystych

dla n nieparzystych dla n nieparzystych

dla n parzystych dla n parzystych

dla n nieparzystych

dla n nieparzystych

dla n parzystych

Zaproponuj wzor ogblny ciagu.

1 3 5 1 8 1 5 /a3 3T AE 5F
a) 2,02 2 I 9 L d) 2, v3, V4, V5, V6, ...
o T L S AR, I )y & 4 -7 10 43

b) 1-3a* 3.6 57! 797 8H.11% *"° f’) 64 11*' 167 217 27

3 S R S, SR .. S Y. 1 I

(') 3 97 277 81! 2433 f) 0, g°? 0, B1? 0, 7297

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa rowne zeru?
c) a,=n*—4n?+4n e) a, =n?*—13n% + 36

_ (n®-64)(64—n?)
dn—1

a) a, = n?(n—3)

2 "
b) == n“—4n+3 d) &, =

n3=3n2+4n f]
n+1

2n<44

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne?

a) a,=n*—5n—-10 b)a,=n*—1ln+10 c¢) a, =3n*>—10n+38

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne jeden?

- n2—6n-+1 .
a) a,=n*—2n—14 b) a, = % ¢) a, = sin —

2

Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazow ciagu (b,,)?
- b) a, =2n+6, b, = (n?—9)(n—25)

n+5

a) a, =n(n—2>5), b, =

Wyznacz wyrazy ciagu (a, ), ktore sa liczbami catkowitymi.

_ n+4 : _ 2n+8 _ 36-—n?
FL) n = T h) On = n-+1 T n2

c) an

Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspdlnych.

a) a,=2n*-n+9, b,=6—8n b)a,=4n3 b, =4n*—n

3.2. Sposoby okreslania ciagu



10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie funkeji  \Y¢ = @
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy- \| =
znacz wzor ogolny tego ciagu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkeji
liniowej y = ax + b. Rozwigzujemy uklad réwnain:

{4=a+b

0=3a+b
i otrzymujemy a = —21ib = 6. Zatem y = —2x+6,
czyli wzor ogolny ciagu ma postac a, = —2n + 6.

Wyznacz wzor ogélny ciagu (a,, ), jesli jego wykres zawiera sie w prostej:
a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6.0),

b) réwnoleglej do prostej y = —%;r + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciagu
jest réwny %,

¢) prostopadlej do prostej y = 3x oraz ag = 7.

11. a) Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli
przedstawione] na rysunku obok. Wyznacz wzor
ogolny tego ciagu.

b) Ktére wyrazy ciagu (a,) spelniaja nieréw-
nosé¢ a, < 127

12. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek ukladu wspoélrzednych
i majacej wierzcholek w punkcie (2, 8). Wyznacz

wzor ogolny tego ciagu.

13. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez punkty (0,0), (2,1)1(4,4). Wy- i :
znacz wzor ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag, _4
@y 1 ag.

14. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w pewnej paraboli. Wyznacz wzdr ogélny
tego ciagu i oblicz jego 6smy wyraz, jesli wiadomo, ze:

a) wierzcholek tej paraboli ma wspélrzedne (3.9) oraz a, = 5,
b) parabola ta przecina o§ OX w punktach (—2,0) i (4,0) oraz ag = 8,

¢) parabola ta przecina o§ OY w punkcie (0, —4) oraz a; = 4, a3 = 11.
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3.3. Ciagi monotoniczne (1)

Przyktad 1

Kolejne wyrazy ciaggu o wzorze ogélnym a,, = & (wy- Y EEE L
A ¥ .1 .2 3 4 5 8 7 L - s e S S S
kres obok) to: 3, 3, 3. 35 3 31 3 --- Kazdy wyraz 7 . 1
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy- ¢ T E b | i X
razu poprzedniego, zatem ciag (a, ) jest rosnacy. O ] 123456 7x

Ciag (a,) nazywamy ciagiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a,., > a,, (czyli a1 —a, > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n, zachodzi nier6wnosc a,, > a,,.

Przykiad 2

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogolnym a,, = Ti (wy- Y“..? S

.3 3 3 '3 3 3 3 e .

kres obok) to: T, 5, 5, 5, £, & 3, ... Kazdy wyraz -2 S S
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- ot e el
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. Ol 1 2 3405 6 Tx

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a,.; < a, (czvli a,.1 —a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a, ) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n., zachodzi nieréwnosé a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyklad ciagu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wigkszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

Przyktad 3 |
Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"- ﬁ (wykres obok) }1 L
nie jest ani rosnacy, ani malejacy. HEE'N e
: : ol 1 ¢ ' X
Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: Bonid - O O S - U 5.,
S, O SR S G N | | | |
Y33 T30 4» " 5@t

Aby stwierdzi¢, ze ciagg ten nie jest ani rosngcy, ani malejacy, wystarczy za-
uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wiekszy od pierwszego (ax > a,),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (ag < as).

3.3. Ciagi monotoniczne (1)



(0] Ewiczenie 2

I 154

Uzasadnij, ze podany ciag nie jest monotoniczny.

a) 1,2,9.1,2,3,1,2.3, ... b) ~1,~1},-2, 21 —/5,-3,~31, ...

Cwiczenie 3

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéow ciagu (a,, ). Cazy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n— 3)? b) a, = —n*+4n ¢) apn=n>—Tn+5
Aby wykazac, ze clag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku

jego poczatkowych wyrazow. Nalezy zbadac¢ znak réznicy a,.y — a, dla do-
wolnego n € N .

Przykiad 4
Dany jest ciag o wzorze ogdlnym a,, = Er'—’fg Wyznacz wyraz a,, ..

2(n+1) _ 2n+2 Wyraz a,1 otrzymujemy, wstawiajac
(n+1)+3 n+4 we wzorze ogdlnym n + 1 w miejsce n.

a"ﬂ-l‘-] =

Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a,, ciagu (a,).

n : —21 n—a o |
T— — . g, = — e = a—

a) an 2n+1 b) an 3n—-2 ¢) an n?+1 d) ax 2n-5
Przyktad 5
Wykaz, ze ciag a, = 717 jest rosnacy.

n+1 n+1 Fui .

= = Wyznaczamy wyraz tg.41.
®ntl = 041~ nte2 |
Wyznaczamy roznice @, — an:
# o P ntl 0 _ (n+1)?-n(n+2) _ n?42n+1-n®-2n _ 1
Rl TN T S92 T adl (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Zauwazmy, 7ze @, — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n = 1, zatem ciag
(a,) jest ciagiem rosnacym.

Cwiczenie 5
Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.

. _on _ 2n-2 _ dn+41

a) a, =n*“—n b} a., = c) a, = d) a, =

) = ) i n+4 ) " 2n+1 ) - 3n+1

Cwiczenie 6

Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

; n+2 : dn+2 n+2 1

a, = — b) a, = ) a. = d) a. =

a) an n+1 ) n 5n—1 ) an 2n+3 ) an n241
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Ciagami monotonicznymi, oprocz ciggow rosnacych i ciagow malejacych, sa
ciagi stale, ciagi niemalejace 1 ciagi nierosnace.

Ciag (a,) nazywamy ciggiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sq rowne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a, ., = a, (czyli a,.1 —a, = 0).

Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosngcym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnoéé a, < a, (czyli a4 —a, <0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciagiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy jest
claglem nierosnacyiil.

Cwiczenie 7

Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymadé ciag niemalejacy?

a"} 1‘.‘ 2'!‘ 3.‘! 4.‘- ! ! 4'.! 5? {j'. ot 1}} 1'!' %! ." 2? EF 1 3‘.‘ 3'.‘ 3" aihAt
Cwiczenie 8

Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,,), dla
ktérego: a) as =az=2,a5 =1, b) ay=as = -1, a; = —2.

Zadania

1. Wyznacz wyraz a, ., ciagu o podanym wzorze ogolnym.

9 34+n In—4 2n2+3
a) g, =n“—1 c) a, = — e) a, = Q=
¥ ) L ) @n n ) an 2n+1 8) ar 2n+6
‘ 2Zn 2=3n 4-2n2
b) a, = 2n — n? d) a,, = f) a, = — h) a, =
) an ) n+5 ) @n 4n—5 ) 2n?—1
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny. )
a) a, =n®—2n b) a, = 1—n? ) ity = 3-*]-i dj @q = 2_4.;-
T Tl
@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
1} TR 1-n (‘) B i n P) o = 2n—4 ) o = n?—1
¢ L rn-+1 i 2n—1 ; = 3n+5 & i 1
3n In+2 2—3n ns
b) a; = d) ¢, = F) @ = ——— k] @ =
‘} " n+2 ) = dn+1 ) " 3—4n ‘} On n+1

lEl 4. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a, ). Uzasadnij. ze ten ciag nie
jest monotoniczny.

a) a, = S0 ¢) a, = |n—4] e) a, = (n—1)(n— 3)

n=

b) a, =4 - =L d) a, = |n* — 4| f) a, =8n—n?

mn
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w proste] przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznosc tego ciagu.

b). Vv

6. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej y = (k—1)x. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?

7. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, = (2k —3)n—6 b) an = (k2 — 1)n+4 ¢) a, = (3—k*)n

8. Dla jakich wartosci parametru ¢ ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?

a) a, = (3—3t)n+2 b) a,=#—-9)(n+1) ¢) a, =—n(t*—2t)

9. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest malejacy?
k2+1

- _ . _ 1y, , _ kK
a) a, = —n b) an—(l—;)n—i—:} c) u,n_mﬂ.—Z
10. Dla jakich wartosci parametru p ciag (a, ) jest rosnacy?
L __pn ) __ n+p
a) a, =n®—np b) a, = i c)] @n= =

11. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b, ) okreslony
za pomoca wzoru b, = a? jest rosnacy.
b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,,) takiego, ze ciag (b, ) okredlony za
pomoca wzoru b, = a2 jest malejacy.

12. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = |a,| jest rosnacy.

b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a, ) takiego, ze ciag (b, ) okreslony za
pomoca wzoru b, = |a,| nie jest monotoniczny.

@ 13. a) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, ¢ > 01 d € R, to ciag okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢+ a, + d jest rosnacy.

b) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, ¢ < 01 d € R, to cigg okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢-a, + d jest rosnacy.
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3.4. Ciggi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a, (lub kilka poczat-
18 Y | Jac JEZ0 | Y W} I !

kowych wyrazow) oraz wzor na wyraz a,,,, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposob okreslenia ciagu nazywamy

rekurencyjnym.

Przykiad 1

Oblicz wyrazy as. as i ay ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.
1

iy =
{a:,H =a:+1 dlan>1
Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 i otrzymujemy:
ay=al+1=1"+1=2
gg=as+1=2°+1=35
ay=a3+1=5"+1=26
Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciagu (a,) i obliczono wyrazy as i as.
Oblicz wyrazy ay. a5 1 ag.

_ a; = —1 Qo = r_:."f - 1= (—1)E —1=0
2) tny1=a,—1 dlan>1 az=as—1=0-1=-1
b) {a,:l as=2a;,+1=2:-14+1=3
2
nse1 =20, +1 dlan>1 ay=2a>,+1=2-34+1=T7
} {ul:Q a;=2a+(-1)'=2-2—-1=3
t-'.. T :
Uny1 =2an + (-1)" dlan>21 | g;=2a+(-1)>=2.3+1=7

Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy aq.as....,ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

2) oy =2 a) ay = 57
ny1 =0, —3 dlan =1 Brni1 =2" 8, dlan=1
b ay = —3 ) ay =2
Qn+1 =2a, dlan =1 5 Apiy = u'ﬁ —n dlan =1
a; =1 f) ay =1
c
pyr = 30, —2n dlan > 1 App1 = a2 —a, dlan>1

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie



Przykiad 2

Oblicz wyrazy az, aq, ..., a1y ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

g1 =1; =1
Qi =0y +0, 1 dlan =2
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
suma dwoch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazow to:
1.1,2,38; 5; 8, 13, 21, 34, bb

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczeziego).

Czy wiesz, ze...

Leonardo z Pizy (ok. 1180-1250), znany jako Fibonacei,
jest uwazany za najwybitniejszego matematyka srednio-
wiecznej Europy. Podrézujac po krajach Wschodu, za-
poznal sie z osiagnieciami matematyki arabskiej i hindu-
skiej. W swoim dziele Liber abaci z 1202 roku dokonal

podsumowania stanu owczesnej wiedzy matematycznej.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy az, ay, a5 1 ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

) ay =10, ay=2 } B = L@y == ]
H E r
Apiy = Qp +apy dlan>2 Api1 = a2 — a1 dlan>2

b ]

b}{“‘lzl! (5'2:3 djl {&1:1 ﬂ.'}:].

Ary) = Qp +0ap-; dlan =22 Gnil = Qp “Gp-1 —n dlan 22

D] Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

i = 3
Gpiy =0, —n° dlan>1
Wyznaczamy réznice a,., — a, i okreslamy jej znak:
Api1—0p = G, —n*—a, = —n* < 0dlan € N, zatem ciag (a,) jest malejacy.

(0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a, = —2 a; =5H

) { Any1 =ap+4n?—1 dlan>1 c) {ﬁ:,H_, =n?.q, dan>1
ay =38 ar =2

b) {uﬂH =l — ﬁ dlan>1 d) {ﬂ'n+| = %}f ca, dlan=1
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Podanie wzoru ogélnego ciagu, ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowac rekurencyjnie.

Przykiad 4
Dany jest ciag o wzorze ogblnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: @y = 1-2 =2 oraz a,.y = (n+ 1)(n + 2).
» Cigg mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie roznicy:
Gnt1 — QG =(n+1)(n+2)—n(n+1)=2n4+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

(Ll—?
Qny1 =0y +2n+2 dlan>1

o Rekurencyjne okreslenie ciagn mozemy réowniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu:
ilorazu ang1 _ (R+1)(n+2) _ n+2

fpn n(n41) oon

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagn (a,,):
i = 2
n+42
Upi1 = —-a, dlan>1
T

Cwiczenie 5
Okresl rekurencyjnie ciag (a,) na dwa sposoby. Skorzystaj najpierw z réznicy
Oy — Gn, & Dastepnie z ilorazu i:;——'u

T

n{n+1)
9

-

b) a, =n?+1 d) a, =(—1)" f) a, =+yn+1

a) a, =2n+1 ¢) Gy =2 3" e) a, =

Zadania

1. Oblicz wyrazy a., as, a4 i a; ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wérdd
dziesiecin poczatkowych wyrazow tego ciggu?

&y =0 a; =10
a') 7 d) 2

Apy) = Oy — 2", n=1 Ap41 = Ay + (ﬂ - 1)-1 nzl
b) Ly 1 i = —%

Unp1 = ap+(=2)", n 21 1 = (2, +3)°, n>1

1 = 4 a; = —
c) 2 f.} Tt

Apir =0, —n"+1, n>1 Bnil = —]) n+n, n=1

3.4, Ciggi okreslone rekurencyjnie



2. Ile jest liczb ujemnych wsréd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,)?

i = 1
a) B r
1NH+I =il — N,

Apy) = 2— Ny, N } 1

3. Oblicz wyraz a; ciagu (ay)-

il

>

1

it = —1

c)

2
Ay = a, +4a,, n =21

ﬂ,[:2

2
Anpt1 = G, — Ny — 41 nzl

T

d)

gi =1 as3=2 ) a1=1, as =1
¢
o= L pe

Opipz = Qpn — Qpyy, N = 1 Apia = {'_1) Up — Qpyy, N =1

flq —32 &2—(}4 d) (1 :(1-2:&3:1

Upyn = 2 +;"+1 , n =21 (pi3 = Qpio + Apyy + 05, 121
4. Oblicz x. jedli a, + a; = 9. Czy ciag (a,) jest monotoniczny?

iy = & ity = &

2 ; b) .

sy = g =15 AT Oy = 20,4+ (1), n 21

5. Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wWzoru a,.; = a2 + na,.

Ktora z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybrac jako a,, aby:

'd} g = {}1

Dlan =

2
a) Gpy1 = G2 — Nay,

l_)) g = 87

1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru:

b) dpn+1 = vlr.f-‘.?l - (ﬂ. + ].:]ﬁ’.”.

Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb: —1, 1, 2 przyjmiemy za a,,
otrzymamy te sama wartos¢ wyrazi a,.

7. Ciag (a,) jest okreslony za pomoca wzoru a,4; = G, —

Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu, jesli:

a) ay = —3,

Czy wiesz, ze...

b) ay = 3,

n{u+l] dla n = 1.
(‘.) 13 = 11 d) gy = _l—i

Rekurencji uzywa sie do definiowania niektérych poje¢ matematycznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnychod 1l don: n!l=1-2-...-n.
Przyjmuje sie rowniez, ze 0! = 1 oraz 1! = 1.

Rekurencyjna definicja n!:
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Ciag Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sa rowne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
suma dwoch poprzednich wyrazow.
1, 1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . ..

Ztota liczba a ciag Fibonacciego
fn11

7

n

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy

|=

Il
—
= [ra

Il
Mo
s [45]

I
-

1,5 %:1,{5}; =1,6: 12-1,625 %:1,51533...

8 15
5 8

Wartosci tych utamkow sa coraz blizsze ztotej liczbie:

¢ = % ~1,6180339887

Nasiona stonecznika

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajace sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna
i w druga strone sa najczesciej rowne dwom kolejnym
wyrazom ciagu Fibonacciego. W koszyczkach niektorych
gatunkow stonecznikow w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sie 34 spirale;

u innych gatunkow stonecznikéw beda to

np. liczby 34 i 55.

Wzor ogolny ciagu Fibonacciego

Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzér Bineta:

fﬁﬁ[(gﬁ)"_(hzﬁ)n]

Sprawdz prawdziwosc tego wzorudlan =1, 2, 3, 4.




*3.5. Ciggi monotoniczne (2)

Definicja

Ciag (e,) nazywamy suma ciagdw (a,) i (b,). jesli dla kazdego n € N
zachodzi rownosc ¢, = a,, + b,,.

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciagéw (a,,) i (b, ) oraz ich iloraz (%1)

przy zalozeniu, ze b, # 0 dla kazdego n € N_.

Cwiczenie 1

Dane sa ciagi a, = n—11ib, = n+ 1. Podaj wzor ogdlny ciagu (e,) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

An

&J Cp = Gy + bn b) Cp = ny — hrr f:) e bn d) Cp = b_
i

@ Cwiczenie 2
T Y e el s
Dane sa ciagi a,, = n” i b, = -=. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (c,).
Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij.
tn

ﬁ) Cp = an + by, b) Cpn = G — by, ('.) Cop = Oy = By d) = e
T

D] Przyktad 1
Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b, ). Uzasadnij, ze ciag (¢, ) bedacy suma ciggdw
(a,) i (b,) tez jest rosnacy.
Ciagi (ay,) i (b,) sa rosnace, zatem a,; —a, > 01 b,y — b, > 0 dla kazdego
n € N,. Wyznaczamy réznice ¢, ., — ¢,:
Cnt1 = Cn = (@nt1 + bny1) = (@n + bn) = (Gni1 — @) + (Bpyr — bn)
Zatem ¢,y — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (¢, ) jest rosnacy.

@ Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze suma ciaggéw malejacych jest ciggiem malejacym.

Cwiczenie 4
Podaj przyklad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,). ze ciag (¢, ) okreSlony za
poIoca Wzort ¢, = @, -+ b,:

a) jest staly, b) jest malejacy. ¢) nie jest monotoniczny.
Cwiczenie 5

Podaj przyktad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (¢,) okreslony za
pomocg wzoru ¢, = ¢* jest: a) rosnacy, b) malejacy.
L
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=l

=2

Zadania

=2

1

) R _ -1 — 4dn-1 i . I (. R L -
Dane sa ciagi a, = *—= i b, = =—. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu:

a) (a, + b,), b) (a, — b,), c) (Gsi=by)s d) (%ﬂ-)

Uzasadnij, ze jesli ciagi (a,) 1 (b, ) sa rosnace, to ciag (¢, ) tez jest rosnacy.

a) CH, = 26*”, + :_)HIJH I}} C'H. = 2"'1!1 +E1n.

Zbadaj monotonicznodé ciagéow a, = 22 i b, = n*. Uzasadnij, ze ciag

n42
c, = @, - b, jest rosnacy.

Uzasadnij, ze ciagi a,, = n>—n—61b, = n' sa rosnace, a ciag ¢, = a, - b,

nie jest monotoniczny.

R . . - : n—1 i ;
Uzasadnij, ze ciagi a,, = 272""1 i b, = (1) sa malejace. Zbadaj mono-

tonicznos¢ ciagéw ¢, = a, - b, i d, = .
e

Dla jakich wartosci parametru a € (0; 27) ciag (a,,) jest rosnacy?

a) a, =nsina — 3 b) a, = —'n.((:ns a + é—)
Dane s ciagi a,, = sin 5~ 1 b, = cos 5. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu:

a) a, + b, b) a, — b,, ¢) N+ ay, d) 2n —b,.

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a, ) jest rosnacy?

g3 =3 b) ay =5
a — D
Apy1 = %H"une T —-}-" 1 Gpy1 = {n"‘:" 2 = z)ﬂru n 2 1

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Naszkicuj wykres ciagu a,, = [’_:] Czy jest to ciag monotoniczny?

Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od .
Zatem:

o =[3]=0a=[1]=1,a3= 3] =1,

SR EEEN

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N, réznica R S S i e R
(an) jest niemalejacy. ol 1 B i X

Naszkicuj wykres ciagu (a, ). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = [2] b) an = —[4] c) an = 2]

3.5. Ciagi monotoniczne (2)
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3.6. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowila kupié¢ sprzet narciarski za 2100 z1. W tym celu w pierw-
szym miesiacu odlozyla 450 zl, a w kazdym nastepnym odkladala po 150 zl.
W tabeli podano stan oszezednosei pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
450 | 600 750 @ 900 | 1050 1200 1350 1500 1650 1800 1950 2100

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te sama stala wartos¢. Wymienione liczby stanowia przy-
klad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego., powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Ap4l = 0n + T

dla kazdego n € N..
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,,).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu aryvtmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,12,21, ... b) 12,24.3, ... c) 7,3,—-1, ...

Przyktad 2
Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), jesli a, = 6 oraz r = 5.

a>»=6+5H=11 Wypisujemy kilka poczatkowych
" i Wyrazow ciagu.
ai=08+3-5=21
Aby otrzymaé wyraz a;; ciagu
11 = 6+ 10-5= 56 arvimetycznego, obliczamy a; 4+ (11 — 1)r.

Wzor ogblny ciagu arytmetycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r

ma postac:
a, =a;+(n—1)r

3. Ciagi



Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogdlnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przykiad 3

Podaj wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz trzydzie-
sty wyraz tego ciagu.

Jest to cigg o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a; —a; = 11 — 1 = 10,
zatem wzor ogélny ma postat a, =a; +(n—=1)r=14+(n—-1)-10 = 10n - 9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: azp = 10 - 30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2
Podaj wzor ogélny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,43,5,53,6, ... c) 3,2,1,0,-1,-2, ...

Cwiczenie 3
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetycznego, w ktorym:

a) ay =4, a4 = 10, b) a; = —5, as = 20, c) ay =35, ayp = Z:i'

Ciag arytmetyczny (a,,) o réznicy r jest:
= rosnacy. gdy » > (), = malejacy, gdy r < (0, = staly, gdy r = (.

Cwiczenie 4

Oblicz réznice ciagu aryvtmetycznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

a) 9,3,-3,-9,-15,-21, ... b) 12,24,31.4, ... €) 2,222,

Cwiczenie 5

iakiei : : Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyra-
Dla jakiej wartosci parametru k liczby Y @y 9y €54 I .

. : L zami ciggu arytmetycznego, gdy:
a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢=3k-6 b)a=1,b=k% c=k%+2k+2

b—a=c—5b

Cwiczenie 6

Dane sa wyrazy a,, as, az ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy ay
i as. Okresl monotonicznosé tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

a) ag=4,a3=m~+6, a3 =2m+8 ¢) ap =1, a; =m? az =2m? — 1

b)ay=im,aa=m—3,a3=3m—6 d) ay =m? ay =m, azg =2m—m?

3.6. Ciag arytmetyczny (1)



Przykiad 4
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby @ i b, aby otrzyvmany w ten sposob
ciag byl arytmetyezny?
Oznaczmy szukana liczbe przez x. Wowcezas:
r—a=b—x
a+b

£= >

Szukana liczba jest wige Srednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, 42, b.

W ciagu arytmetycznym (a,) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest srednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich:

a, = %ﬂ dlan > 2

Dowaéd
Dla n > 2 wyrazy a, 1 1 a,,; ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a,.1 = a, — i @y = a, + r. Zatem:

@n-1 +@ntl _ Gn—T+an+7T _ 20 _ 2
2 2 2 s
Cwiczenie 7
Oblicz x. jesli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.
, - ¥ oL = of
a) 9, x, 37 b) 4, x, —8 e £.%; 3
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu aryvtmetycznego (a,,) o roznicy r. Okresl monoto-

nicznoscé tego ciagu.
i) By = =b,r=3,n=14 c) r,_rl:l,'r:%._'n.:ﬂ}
b)a,=4,r=—4,n=11 d)ay=-2,r=01,n=35

2. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,).

Jt

a) a; =6, az = 20 b) a; =—-4,a;=5 ¢) a; =9, ag = 6:

ot

I

3. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r.

.ﬂ';-':""i.l-

L o

&) r=2,8=79 b)r=-=3,a;=0 c) r=

4. Wyznacz liczby:
a) a,b tak, aby ciag: 1,a.b, 10 byl arytmetyczny,
b) a.b, e tak, aby ciag: 2,a.b, ¢, 100 byl arytmetyczny.

E— 166 3. Ciagi



10.

T

12.

13.

Wstaw miedzy liczby 1 i 25:
a) piec liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny,

b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

W wieku od 3 do 10 lat dzieci zwykle rosna w stalym tempie. Przerysuj
do zeszytu i uzupelnij tabele, jesli wiadomo, ze wzrost pewnego dziecka
w kolejnych latach tworzy ciag arytmetyezny.

Wiek [lata] 3 4 5 G 7 8 9 10

Warostifem] | 98 /205 W15 Ve
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz ays.
ag = 20 az = -9 as =4
a) { by {77 ¢) ¢
Tn = 4 15 = -3 flo = 8

Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego (a,,) spelniajacego
podane warunki.

as +ay = 22 2 2 =16 &4 =]
2) { X { +a e) { o

?T,SL:‘ZI as + a; = 8 (g -y = —1

a; +ay =11 ﬂ-3+ﬂ.5=4 ﬂ-|+ﬂfg+(1-3=3
h) d ] f &

(I'T_ﬁ-:-l=2[] ﬂg‘ﬂ._1=[} f}rgzn-l'z

Oblicz x, jesli wiadomo, ze podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego
ciagu arytmetycznego.
a) 2,24z, 44+ 2° b) 22 —3,3z -5, 12+ -2

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciagu arytmetycznego wynosi 2, a réz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest rowna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arvtmetyczny, jesli wiadomo, ze roz-

nica tego ciagu jest rowna 1, a iloczyn jego trzech ostatnich wyrazow jest
rowny —60.

Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciagu arvtmetycznego (a, ) sa réwne odpo-
wiednio 4, 10 i 40. Oblicz a, i wyznacz liczbe wyrazow tego ciagu.

Wyznacz catery liczby tworzace ciag arytmetyezny, jesli wiadomo, ze:
a) suma dwoch pierwszych liczb jest réwna 4, a suma dwdch ostatnich jest
rowna —28,

*h) jego rdznica jest rowna 2, a iloczyn wszystkich liczb jest réwny —15.

3.6. Ciag arytmetyczny (1)
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3.7. Cigg arytmetyczny (2)

Przyktad 1
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?
a)a, =n’+n+1
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
o =12+14+1=3 _ i
4 Abv pokazac, ze ciag nie jest arytmetyczny,
ay =2"4+2+1=7 wystarczy wskaza¢ wyrazy ay, i1 oraz
g = 32 +3+1=13 Gn, Gnaq takie, ze apyp — ag ;"' Qb1 — fn,
ay=4+4+1=21
Obliczamy réznice: as —a; = 7—3 = 4 oraz az —ay = 13 — 7 = 6, zatem
(s — @) F as — @y, wige nie jest to ciag arytmetyczny.

b) @, =(n—2)%+2
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
g =(1-2PF+2=1 az=(3—-23+2=3
ﬂg=(2—2)3+2=2 n._.4={4—2)3+2=1f]
Obliczamy réznice: ay — a; = a3 — ay = 1, ale ay — a3z # a; — a,, wiec nie jest
to clag arytmetyczny.

(0] Ewiczenie 1

Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1._—%._ —1%, —3, —4;{;, —9, —'5-21—2

Aby wykazaé, ze ciag (a,,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réznicy
miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciagu. Nalezy sprawdzic, czy
roznica a,; — a, jest stala dla kazdego n € N,

[E] Przykiad 2
—_ and2
2

Wykaz, ze ciag a, = jest ciagiem arytmetycznym.

\."‘J}rzl'l;f{,{_'za.l’ﬂ}’ 113?'511i{:{g Opy1 — Ane

_ 3(n+1)+2  3n+2 _ 3n+5  3n+2 3
Apy1 — Qp = 2 = 7 = 5 — 2 = E

Réznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest arytmetyczny.

D] CGwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

g 2n -5
a) a, =6n—2 b) a, = - ¢) a, = V2n d) a, =13 — Ln
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Przykiad 3
Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 2 IR _
Narysuj wykres togo ciagu. AR RIS O TEN. PR RS T
Roznica tego ciagu jest réwna 2. S
Wyznaczamy wzor ogolny: R e
ap =o +{n—1jr==34+(n-1)-2= 0 1 5 T X
=205 O O
Zauwazmy, ze wykres tego ciagu jest zawarty w prostej .
y=2x— 5. ’

Cwiczenie 3
a) Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego: 6,4,2.0,—2,
wykres tego ciagu i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

... Naszkicnj

b) Wykres ciagu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj]
pie¢ poczatkowych wyrazow tego clagu oraz jego wzor ogolny.

Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciggiem arytmetyceznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera sie w pewnej prostej y = ax + b.

)

Zadania

1. Dany jest ciaga, = (n —1)(n —2)(n—3)(n —4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

2. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

+2 n—1 1
8) = nT €) wp= ::T e) a, = E(” -17)
b) a, = Ven i1 d) a, = S =4 f) a, = l*.*zl[-!f?+1}(?’—-rr*)l
i 2 " 3n+2 T T '

Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest ciagiem arytmetycznym.
a) by =30;+2 b) b, = —2a, +n Gn T2

c) b, =6— 7

Wykaz, ze jezeli ciagi (a,) i (b,) sa ciagami arytmetycznymi, to ciag (¢, )
tez jest ciagiem arytmetycznym.

b) Cn = 3“"” = 4!5':1 + ‘% = dan — Vﬁi"}n

F} Cn =R UESSS T

a) ¢, = 2a, + 3b, z

3.7, Ciag arytmetyczny (2)
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciagu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
a) y=>5oxr—4 b) y = -3z +1 c) y=+3x—2

6. Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metyeznego (a,). Wyznacz wzér oglny tego ciggu. Ktére wyrazy ciagu
(a, ) sa wieksze od zera?

oL 4 X of 1. 1 X o] 1 %

IE] 7. Ciag (a,) jest okre$lony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogélny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

a) {a.l = -5 b) {a., =32

Opp1 = Ay + 3 dla n =1 (i1 = 0y + \/§ dlan=>1

@ 8. a) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = x* —2x + 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a, = f(n+ 1) — f(n). jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bz + ¢ ciag
(@, ), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+1)— f(n), jest arytmetyeczny.

9. a) Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arvtmetyczny o roz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trojkata.

b) Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-

licz dlugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma diugosé 10.

@ 10. a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréojkata prostokatnego tworza ciag aryt-

metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten jest podobny do trojkata
o bokach 3, 4, 5.

b) Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego trojkata, jesli jego obwod jest réwny 18.

11. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i malejacy?

a) a, = (;1._2 +2k—-1)n+2 b) a, = {kzijwla,;;;+2

12. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i rosnacy?
a) a, = (2sink + 1)n b) a, =n —4ncos® k
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3.8. Suma poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ) oznaczamy symbolem S,,:

Sn=a1+ay+az+--+a,

Przykiad 1
Oblicz sume S50 wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume S)g na dwa sposoby i dodajemy rownosci stronami:

Sioo= 1+ 24+ 34+ 44...4 97+ 984+ 994100
Sioo=100+ 99+ 98+ 97+...+ 4+ 3+ 2+ 1

25100 = 101 4+ 101 4+ 101 4+ 101 4 ... 4+ 101 4+ 101 4+ 101 4 101

Zatem 2S00 = 101 - 100, czyli Sjpo = BL = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
sredniej arytmetyczne] wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez

liczbe wyrazow: Ao
Sn = =
2
Dowad

Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a, i réznicy r, to

sume jego n poczatkowych wyrazow mozemy zapisa¢ w postaci:
Spi=a1+(a;+7r)+...+ (a1 +(n—2)r)+(a; + (n—1)r)

oraz mozemy zapisa¢ sumowane wyrazy w odwrotnej kolejnosci:
Sp=(@+n—-1r)+(ai+(n—-2)r)+...+ (e, +7)+a;

Dodajemy do siebie stronami powyzsze rownania i otrzymujemy:

25, = (2a:+(n—1)r)+(2a;:+(n—1)r)+...+(2a1+ (n—1)r) +(2a:+ (n—1)r)

25, =(2a;+(n—1)r)-n

S = BEBHE-T , Sitde,

3.8, Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego
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Przykiad 2

Oblicz sumy S5 i1 Ss ciagu arytmetyeznego: 2,4,6,8,10,12, ...
S5=2+44+6+84+10=212.5=30
Ss=2+4+6+8+10+12+14+16=2£2.8=172

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sy ciagu arvtmetyeznego: 1,4,7,10, ...
B OIS

B =

b) Oblicz wyraz a., a nastepnie sume Soy ciagu arytmetycznego:

W obliczeniach wykorzystuje sie rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu aryvtmetycznego.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r

wyraza si¢ Wzorem: 2a14(n-1)r

2

Sn

Przyktad 3
Oblicz sume S5, ciagu arytmetycznego: 3,8,13, 18, ...
Jest to cigg o pierwszym wyrazie a, = 3 i roznicy r = 5, zatem:

Spy =23+ EI-15 9y - 84100, 97 = 5321 = 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S5, ciagu arytmetycznego: 3,.7,11. ...
b) Oblicz sume S5 ciagu arytmetycznego: —5, —8, —11, ...

@ Przykiad 4

Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:
1+34+5+...4+4(2n—1) =n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycz-
nego, w ktorym a, = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N:

. 1+(2n-1) 2n o
G, =41 ) = p=n
" 2 2 2
Na ponizszych rysunkach przedstawiono
ilustracje graficzna tego wzoru.
1=1* 143=2° 1+3+5=3" 1+3+5+7=4* 1+4+3+5+7+9=5"
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[b] Przykiad 5

Uzasadnij wzor 1 +4+ 7+ ...+ (3n—2) = Sﬂ;ﬂ dlan e N,.

Podane skladniki sumy tworza ciag arytmetyezny o réznicy r = 3, plerwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N:
14 (3n-2) An2-n
Sp = ————= n=
T 2 2

[b] Cwiczenie 4
Uzasadnij wzor dla n € N.
aln+2n+3n+...+n*=

i b) 1+24+3+...+(n—1)=2-1

Przyktad 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest rowna 1.

Liczby, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest rowna 1, maja postaé 6n + 1.
gdzie n € N. Warunki zadania spelniaja zatem liczby:

6-0+1=1, 6-14+1=7, 6-241=13, ..., 6:164+1=97
Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o roznicy r = 6, pierwszym wy-

razie a; = 1 i ostatnim wyrazie a,; = 97. Zatem:

Sy = 12“-17:49-17:833

Cwiczenie 5

Oblicz sume, ktorej skladniki sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
a) T+11+15+...+47+ 51 €) —5—T—8—ui.~20—1231

b) 1 +1+1%+... 4992 + 100 d) -18-15—-12—...+15+18

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktorych reszta
z dzielenia przez 5 jest réwna:

a) 3, b) 4. ¢) 3 lub 4.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o roznicy r.
a)ay,=-2ir=3 b)ay=4ir=-5 ¢c) a; =1,51ir=-0,1
2. Oblicz wyrazy a; i a;y oraz sume S, ciagu arytmetycznego (a,,).

a)a;=061ias=14 b)ag=1ias=3 c) aa=121ia4 =0

3.8, Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego



3. Ustal, ile wyrazow ma podany nizej cigg arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 4,7, 10, ..., 34 b) 3, 1,13, ..., 92 o R O T O

4. a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 21 a 2021,

b) Oblicz sume wszystkich liczb dwueyfrowych nieparzystych dodatnich.

5. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest rowna 1 i ktére sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest rowna 3 i ktore sa wieksze od 10 oraz mniejsze od 80,
¢) przez 6 jest wicksza od 3 i ktore sa mmiejsze od 100.
6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mmniejszych od 1001, ktore sg
podzielne przez:
a) 2 lub 3. b) 3 lub 5. ¢) 5 lub 9.

7. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktore:
a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, ¢) sa mniejsze od 500.
8. Ciag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazéw. loczyn wyrazow skraj-
nych jest rowny 7, a suma dwoch wyrazow srodkowych jest réwna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i roznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazow.
@ 9. Uzasadnij wzoér dla n € N,.
a) 64+ 12+ 18+4+...+6n=3n(n+1)
b) 44+10+16+...+ (6n —2) = n(3n+ 1)

10. Ile poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego nalezy dodac,
aby otrzymac sume 5467
a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21,..... c) —24,-22,-20, ...

11. Rozwiaz réwnanie.
a) 1+5+94+13+...+2=190
b)(1+z)+B8+2)+B+z)+...+(25+2) =130
¢) (1+z)+(2+3x)+(3+5z)+ 4+ T7x)+ ...+ (50 + 99z) = 275
d) (14x)+(5+2x)+(9+32)+... + (61 + 16z) = —48

12. Zbadaj monotonicznosc¢ ciagu (ay, ).

5+10+15+...4+5n 6+12+ 18+ ...+ 6n

ﬂ') Un = n+4 3 C} On = n?
_ 3464+9+...4+3n _3474114...4+{4n-1)
h) dy = T d) iy = n,'*?-t—n-
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3.9. Cigg geometryczny (1)

Cwiczenie 1

Pole kola K, jest réwne 0.2 em?. Pole kazdego
kolejnego kola jest czterokrotnie wicksze

od pola kola poprzedniego. Oblicz

pola kol Ko, K31 Ky.

K, () Ifgo Ky

Cigg liczbowy (a, ) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-
zenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:

Ap41 = An - ¢

Definicja

dla kazdego n € N,.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciagu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

8] 36,180 o) AL e) 1,-2,4, ...
. d) 64,16,4, ... £) 270, =%

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as. as, ay i a; ciagu geometrycznego (a,,).

H‘) 5 =1, q="j {:) a) =‘3 q=_l E) ”]=_\.;]_"§7 (I:\/ﬁ
b) a; = 16, q:f!- d) ﬂlz'j_a qg=—2 £) {L;:\/’i, q:\/ﬁ
Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli

Gr4-1

dla dowolnego n = 1 iloraz dwoch kolejnych wyrazow o Jest staly.

Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciagu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:
a) 27 i 243, c) =216 i —36, e) V2 i —4,

b) & i 3, d -2 i L, f) 2v/3 i 3v2.

3.9. Ciag geometryczny (1)




(0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciagiem geometryeznym.
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32,... «¢) 5,2, L 2L 5

278! 16732164 "

Przyktad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli a; = 3 oraz iloraz
ciagu q = 2.

a =3

Oy =3-2=0 "'n"i'_'-.'[‘.'i.‘-a’Hj{-'ltrL}.-' kilka poczatkowych
. 9 wyrazow ciagu.

ag =3-2°=12

1y = 3 - 23 =24

Aby otrzyma¢ wyraz a1 ciagu
di; =9+ 210 — 3072 geometrycznego, obliczamy ap - g'' ',
Twierdzenie

Wzér ogélny ciagn geometrycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g
ma postac:

Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) a; = é, g=9 n=8, e) ay =—-2,g=-3,n=2>5,

b) e =25,¢g=%,n="T, f) @y =-7,¢q=-1, n=15,

¢) a; =8,g=2% n=4, g) ay=5¢=v2,n=09,

d) a1 = 55, ¢ =25, n =6, h)a,:x/ﬁ,q:—%,n:&
Cwiczenie 7

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) ag=1,q=3, b) ag = 16, g = -2, c) ag=81,q=3.

Zadania

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzor ogolny tego ciagu i oblicz as.

a) 128, 64, 32, ... ) 3, —ms = e e) /2, =2 242, ..
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2. Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego.

8) 7 2+v2,2v/2+42, ... b)Y w/2—=1; 1, V241, .

3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Wyznacz wzor ogblny ciagu geometrycznego (a,). jezeli wiadomo, ze
ay = b oraz ag = H4.

Jezeli q jest ilorazem ciggu (a,), to a; = a, - ¢* oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uklad réwnan:

5 -
ap - q° = 54

Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:
5

ap g’ _ 54
ap - q° 6
Stad ¢* =9, czyli ¢ = —3 lub q = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = —3, zatem wzor ogdlny ciagu: a,, = —2 - (—3)""!

(kolejne wyrazy ciagu: —2,2,-2,6, —18, ...).

Dla ¢ = 3 mamy a; = =, zatem wzor ogdélny ciagu: a, = __% 371 (ko-
lejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...).

[ [&]

=

Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,,). jezeli wiadomo, ze:
a) Gs = =, as = % ¢) ax =17, ay = 28, e) ag = 32, ayg = 2,

1
b)az=13, a4 =13, d)az=-3,a5=-24, f) ag=1,a3=09.

4. Oblicz brakujace wyrazy ciggu geometrycznego.
2) L), —27, -9, <) [} 6,[Z, T, 48, @ ) 8, (7, [T}, [71, [,
b) [z}, [z}, [z (2], 3, —6  d) 3L [2), 8;[2L (7], -81 1) g,[2L[2] 2] [?] 135
5. Wstaw miedzy liczby x 1y trzy liczby tak, aby otrzymac ciag geometryczny
(podaj dwa rozwiazania).
a) r=-2,y=-32 b) x =3, y = 768 ¢) ¥=T,y=1

6. Wyznacz wzér ogdlny ciggu geometrycznego (a,, ). jesli wiadomo, ze:

a) suma drugiego i trzeciego wyrazu tego ciagu jest rowna 6, a réznica
czwartego i drugiego wyrazu jest rowna 24,

b) suma drugiego i szdéstego wyrazu tego ciggu jest réwna —34, a suma
pierwszego 1 piatego wyrazu jest rowna 17.

3.9. Ciag geometryczny (1)



3.10. Ciag geometryczny (2)

Przyktad 1
Pani Kasia ulnkmv.alsi 2[}[){1 71 1}& koncie o Stﬂ—. Wplata: 2000.00
Iym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli
: =y
obok przedstawiono stan oszczednosci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po uply- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan konta wyniesie: 9205.00 - 1.05 = 2315.25
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [zl
o 7 A 2315,25 - 1,05 ~ 2431,01
Po uplywie dwdéch lat:
431,01 - 1,05 = 2552,56
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [z1] i ol it it

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

Ciag geometrycezny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie g jest:
= rosngcy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < ¢ <1, = staly, gdy ¢ = 1.

Cwiczenie 1

@ a) Sformuluj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznodei ciagu geo-
metrycznego o plerwszyi wyrazie ujermnyi.
b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
ciagow geometryeznych i okresl ich monotonicznosc.

a; <0 ap >0

1, =24 =B 18, ...
nie jest monotoniczny

-3,0,0,0,0, ...

q=10 : 4 ?
niemalejacy
0<g<l P ! 7
g>1 9 7
Uwaga. Stalym ciagiem geometrycznym jest rowniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a; = (), a iloraz moze by¢ dowolna liczba rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzor ogolny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ), jezeli:
ﬂ) iy = 2, g = 4.5, ])) i = -8, (i = “‘%, f'-) 1o = -4, g = —64.

B 178 3. Ciagi



r ryr b a5 T 78O 2 o =% B LR BTy roTye NFTT QT 1 ' 1 i —”""_I
Aby wykazad, ze ciag (a, ) jest geometryczny, nalezy sprawdzié¢, czy iloraz it
jest staly dla kazdego n € N.

@ Przykiad 2
Wykaz, ze cilag o wzorze ogdlnym a,, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.
Okresl jego monotonicznosc.

Wyznaczamy iloraz ciagu:
@iy . 3-unt

an 3. 4n

jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

—

Bn+1

Tloraz

Ly

Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0ig=4 > 1.

[b] Cwiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznos¢ tego ciagu.

a) e I — Eiﬁ (;} . _% . on e) a, =6 - {.\/ﬁ}n—i
b) a, = (-7)" d) a, =-2-(3)" f) ity = 47H

[b] Cwiczenie 4

= Liczby a, b. e, rozne od zera, tworzg ciag geome-
Uzasadnij podane obok

_ : tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b*> = a - c.
twierdzenie.

Cwiczenie 5
Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz x.
a)zr,rz+1l,z—-3 b) =, z, 32° ¢c) x?—-1,z+1,2r—1

r+17

B Srednia geometryczna
Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = y/a - c.
Liczbe y/a - ¢ nazywamy srednia geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest rowne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne Sredniej geometrycznej
liczb a 1 e.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest srednig geometryczna wyrazow sasiednich:

Ap = \/Op-1*Qnyy dlan =2

3.10. Ciag geometryczny (2)



Zadania

@ 1. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciggu.
b)a,=2:-(-5)" c¢)a,=4- (\/g)n‘i-l d) a,, = —2 - 521

a) a, = o

@ 2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n® — n + 2 nie jest geome-

tryczny.

Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy:
E:dl_z ﬂ‘i—E:‘ ﬂ..|_14%2

—_ . ———

] 2 ' 19 4 T 8
Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.
Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny.
a) a, =n?—2n+2 b) a, = —n*+4n —2

3. Wyznacz wzor ogélny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ).

) ag = —4 ) ay-as =1 } as - ag =1
& ¢ e _
@10 = —p; a; = 25a; a;+a;=>5
b) ay = Jas Q) s + az = 30 ay - a3 =06
R 1
a1+a3:% ay — s = 120 {1-5—6',;:12

4. Liczby a.b, c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego.
Suma dwdch liczb srodkowych jest rowna 24, a suma dwoch liczb skrajnych
jest rowna 36. Wyznacz te liczby.

. Liczby x.1.,z tworzs 1C7Z lag ge tryczny. lwoj SUIE

5. Liczby z.y,z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma
pierwsze] i drugiej liczby jest rowna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

@ 6. a) Uzasadnij., ze w trojkacie prostokatnym
wysokosc¢ opuszezona z wierzcholka kata pro-
stego jest srednia geomeftryczna dlugosci od-
cinkéw, na jakie wysokosé ta dzieli przeciw-
prostokatna (rysunek obok).

T Y
b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y zachodzi nastepujaca
zaleznos¢ miedzy ich $rednia arytmetyczna a geometryczna:
Tty

2

3 Ty
Kiedy te srednie sa rowne?
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego

Przykiad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego:
1,2.4,8:16; .-

Sio=1+2+44+8+16+ 32464 + 128 4 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, mozna
skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g # 1

wyraza si¢ wzorenn: .
e, e
L 1 1 _q

Dowaod

Kolejne wyrazy ciagu to: a;, as = a1q, a3 = a,q°, ..., @y = a1q"
Sa=a1+aq+ag°+ ... +aq"
_ 2 3 T

qgS, = a1 g+ a1q”" + a1q” + ... + aq

L zatem:

1

Mnozymy obie strony
rownania przez g,
Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:

S, —qS, =a, —a1q"
Sp(l—q) =a,1(1 —q")

, 1-g" Dzielimy obie strony rownania
"SH == i

1—q przez | — q (z zalozenia q # 1).

Uwaga. Jesli iloraz ciagu geometrycznego (a,, ) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazow tego ciagu dana jest wzorem S, = n - a;.

Cwiczenie 1
Oblicz sume szescin poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1,3,9,27, ... bj 1, <2 4, =8, ... ¢) 1,4 1 1

1 1
21 4% §1 **

Cwiczenie 2
1 h - e '!. [ T 7 W WY P A +x F —_— L L Xl
Oblicz sume S ciagu geometrycznego (a,), w ktérym a, = 55 oraz:

a) ¢ =2, b) ¢ =4, e)ig=1,

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego



Cwiczenie 3
Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:

-

ﬂ) a, =3, as = —06, n =6, l‘J) a, = —4, ay =—12, n = 5.

Przyktad 2
Dany jest ciag geometryezny o pierwszym wyrazie rownym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazow. Wowcezas:
1-3"

= 1456
1—-3"=-T28
3 =T28
n=~06

Nalezy dodac szes¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodad, aby otrzymac 6357

r 10 qa o % ol b ry r 4 o - s sl ’ LR L ® 3
b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie 3.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac. aby otrzymad 16%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego 1 czwartego wyrazu ciagu geometrycznego jest rowna 26,
a suma drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78. Ile poczatkowych wyrazow
tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac¢ —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a,, ), jesli mozemy go otrzymac poprzez
wybranie jego wyrazéw sposréd wyrazéw ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnosei.
Na przyklad podciggami ciagu geometrycznego 1.2,4. 8,16, 32, ... sa:
2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazéw o numerach parzystych,

1,4,16,64, 256, ... — podcigg wyrazow o numerach nieparzystych,

512.1024, 2048, 4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.

Cwiczenie 6
Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest réwny 3, a iloraz jest rowny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow jego podciagu zlozonego z wyrazow
o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.
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Zadania

Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a,), jesli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio réwne:
a) L, 1 b) 18, 6, ¢) 15, =30, d) -7, —T.

16 8°

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie g, jesli:
a) a, =-1,¢q=2,n=38, ¢) a, =3, qg=—v2, n=10,

b) ulzgﬁng—,ﬂ.:ﬁ, d)a; =25, §=1,n1=20.

Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

ay q n y Sﬂ'
9 3 I 9249
/ 1 1 Iy,
W ) 3 7 | ~3 2/
V8 —/2 8 Wi, I

Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)

= i % F o . 1 .
tworza ciag geometryczny o ilorazie 5 Naj-

wickszy qpnéréd tych kwadratow ma pole . LlO0zoc..
réwne 1 em?. Oblicz sume ich:
a) pol, b) obwoddéw.

Oblicz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,, ) o ilorazie q. jesli:
a) ¢ =2, S, =60, c) g=3, S = 728, e) ¢ =—v2, 8 =-T,
b)g=1,5=2046, d)g=-15=33 £ g=-1,55=9.

l‘.‘.-l-—-

lle poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownym 5 i ilorazie 2 nalezy dodac¢, aby otrzymac:
a) 315, b) 2555, ¢) 51157

Wyznacz liczbe wyrazow skonczonego ciagu geometryeznego (a,, ) o ilora-
zie ¢, jesli suma wszyvstkich wyrazow jest rownas:

a) 258 oraz a; = 6, ¢ = —2, b) 1820 oraz a, = 5, ¢ = 3.

Pola pieciu prostokatéw (rysunek nhak) T
tworza ciag geometryczny o Il(}rd.dll':‘ . Su-

781
ma tych pol jest rowna ‘G cm®. Obhcz

pole najmniejszego prostokata.

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego



10.

Lif

A

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz wzdr ogblny ciagu geometrycznego (a,, ), jesli wiadomo, ze:
a) S; = 35, a réznica wyrazéw pierwszego i czwartego jest réwna 17.5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazéw pierwszego i trzeciego jest rowna 8.

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ) wynosi 33,
a roznica wyrazow pierwszego i szostego jest rowna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Wyznacz sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierw-
szym wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1, jesli wiadomo, ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — S3 = 72 i ay — a3 = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest rowna 8, a suma kolejnych czterech jest rowna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazow tego ciggu do sumy kolejnych pieciu wyrazow
Wynosi Ji Oblicz szosty wyraz tego ciggu.

Dany jest dziesigciowyrazowy ciag geometryczny (a,) o ilorazie q. Suma
jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 341, a suma wyrazow
o numerach parzystych jest rowna 682. Wyznacz wzor ogblny tego ciagu.

[loczyn czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a, ) o wy-
razach dodatnich jest réwny 324. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyra-
zOw tego ciagu, jezeli a; — a, = 6.

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest rowna 168. Ktory wyraz tego ciggu jest
rowny 1927

Wyrazy ciagu geometrycznego (a,, ) spelniaja warunki:
a1 +as+as+as+a; =93 1 as+as+as+ag+a- =372

Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciggu.

Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow. Iloraz
1 plerwszy wyraz tego ciggu sa rozne od zera. Wykaz, ze stosunek sumy wy-
razow o numerach parzystych do sumy wyrazow o numerach nieparzystych
jest rowny ilorazowi tego ciagu.
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3.12. Ciaggi arytmetyczne i ciagi
geometryczne - zadania

Przykiad 1
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n?. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciagu:
g =8 =2+1*=2

Dla n > 1 wyraz a, mozemy wyznaczyc ze wzoru a, = S, — S, _1:

a, =2n*—-2(n—12=2n*-2n*-2n+1)=4n -2
Stad ap g =4(n+1) —2=4n + 2.
Réznica a,41 —a, =4dn+2— (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ roznice a, — aq:

ap—ay =(4-2-2)—-2=4

Réznica a, . — a, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy ciag (a,) jest clagiem arytmetycznym, jesli:
a) S, =n?—4, b) S, = n®+ 2n, ¢) S, = 6n — 2n?, d) S, =2n.

Przykiad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny, a ich suma jest rowna 21. Jesli od pierw-
szej 1 drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1. to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a. a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

=T

Zatem szukane liczby maja postac: 7T —r, 7, T+ r.
Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 + r sa kolejnymi wyrazami
clagu geometrycznego, zatem zachodzi rownoscé:

2=A4-r)(6+T)

r2+2r—8=0

r=—4lubr=2
Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.

Il
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Cwiczenie 2

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a. b, ¢. ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢+ 6 - kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

1. a) Szoésty wyraz clagu aryvtmetycznego jest réwny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.
b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazow tego ciagu o numerach nieparzystych.

2. Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazow o numerach nieparzystych jest réwny g—. Suma wyrazow trzeciego
i siodmego jest rowna 12. Wyznacz wzor ogélny tego ciggu.

3. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 15, a suma
ich odwrotnosci jest rowna % Wyznacz te liczby.

4. Wyrazy ciagu geometryczego (a, ) spelniaja warunki:
a; +a; =068 1 a4+ ag = 136

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodad, aby otrzymac 20447

5. W szesciowyrazowym ciagu geometrycznym suma pieciu poczatkowych
wyrazow jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest rowna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy 1 szosty tego ciagu.

6. Trzy liczby. ktorych suma jest rowna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa rowniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartyin ciagu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

7. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arvtmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i siodmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

b) W szesciowyrazowym malejacym ciagu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.
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10.

11.

12.

a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 15, Jesli
pierwsza 1 druga z tych liczb zwickszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag arvtmetyczny. Jesli do pierwszej z nich do-
damy 8, a druga 1 trzecia zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag
bedzie ciagiem geometrycznym. Wyznacz te liczby, jesli suma wyrazow
ciagu geometrycznego wynosi 20.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tvezny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 52. Jesli
pierwsza i druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosngcego ciagu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

a) Wstaw miedzy liczby 51 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
ciag geometrycezny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby. aby pierwsze trzy two-
rzyvly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

Z czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza ciag geometrycz-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma

pierwszej 1 ostatniej jest rowna 1, a suma drugiej 1 trzeciej jest rowna —:

W tréjkat réwnoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie
w okrag wpisujemy trojkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-
katow rownobocznych i ciag okregow.

a) Uzasadnij, ze ciag obwoddéw kolejnych tréj-
katow jest geometryczny. Podaj jego iloraz.
b) Bok najwiekszego trojkata ma dlugosé 4.
Oblicz sume obwoddéw pieciu najwickszych
trojkatow oraz sume ich pol.

By ot

Wykaz, ze jeslh liczby - T 735 L 515 tworzg cigg arytmetyczny, to rowniez

liczby z°, y* i z° tworza ciag arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazach calko-
witych, to ciag (b,) okre§lony za pomoca wzoru b, = 2% jest ciagiem
geometrycznym.

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne — zadania
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Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykaiski matematyk Neil Sloane [czyt. nil
sloin| stworzyl katalog ciagéw liczb calkowitych obecnie funkcjonujacy jako
Encyklopedia ciagow liczb catkowitych w wersji on-line (oeis.org). Opisanych
jest w niej ponad ¢wier¢ miliona réznych ciagéw. Aby znalezé¢ informacje
o ciagu, nalezy podac jego muner w katalogu, nazwe lub poczatkowe wyrazy.
Na przyklad:
e pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 158),
» pod numerem A000108 znajduje sie ciag liczb Catalana [czyt. katalanal:

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...
(2n}!

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem ¢, = — e Latem:
2 oA _ g . _ 68 _ g . _ 8 _
Li—ﬁ—1,(;g—ﬁ—z.(.3—@—0,(4—@—14?..

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n 4 2)-kata wypu-
klego liczba jego mozliwych podzialow na tréjkaty nieprzecinajacymi sie prze-
katnymi jest rowna n-tej liczbie Catalana. Dla szesciokata istnieje 14 takich

S®DOD B!
OOMED

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n xn z siatka calkowita, jak na rysunku

ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu do jego

prawego goérnego rogu spetniajace warunki:
 poruszamy sie po siatce calkowitej w prawo albo w gore,
e nie przechodzimy nad przekatna kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drég jest n-ta liczba Catalana.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (¢3 = 5).

1. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
¢y = 14 roznych drog spelniajacych warunki opisane wyzej.
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3.13. Procent skiadany

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym r, wzrosnie po roku do kwoty k(1 + 7).

Przyktad 1

Pani Kowalska wplacila do banku 1000 zI na lokate oprocentowana 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63.6 = 1123,6 [zl]
Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [zl]
Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosei 6% do kapitalu powiekszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak. ze
kazdego roku do kazdej zlotowki bank do- ptys.2t 4
pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital il
powieksza sie 1.00 razy. —

o
i

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06
po 2 latach: k- (1,06)?
po 3 latach: k- (1,06)”

10 20
lata

po 20 latach: k- (1,06)* = 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z}]

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitalu powigkszonego
o wezesniej nagromadzone odsetki, to mowimy, ze kapital zostal zlozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat na procent skladany
przy oprocentowaniu rocznym r, po n latach wzrosnie do kwoty k(1 +r)".

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku 5000 zl
na procent skladany przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=>5, r=4,5% b) n=28, r=55% ¢) n=10,r=3%
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub
krotko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie¢ okresem
kapitalizacji.

Przykiad 2

Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 zl na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosilo 6%, w ostatnich dwoch latach 5%. a kapitalizacja odsetek
nastepowala co rok. Do jakiej] kwoty wzrostby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%7

Jesli odsetki nie bylyby opodatkowane, to oszezednosci po trzech latach wy-

nioslyby: "
5000 - 1,06 - (1,05)* = 5843,25 [zl

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzroslaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4.8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 = 0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzrésltby do:
5000 - (1,048) - (1,04)% =~ 5667,58 [z1]
Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tyvm rozdziale, dla ulatwienia

obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwro¢é uwage na to,
ze podatek placi sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitalu,

Cwiczenie 2

Kapital 5000 zl zlozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szacym 5% 1 rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysokosé dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie wielkos¢ kapitalu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosci 800 zl zlozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielkos¢
kapitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokosci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwoch latach wynosilo 8%, w ostatnich trzech — 4%,

b) w pierwszych trzech latach wynosito 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

¢) w pierwszych dwéch latach wynosilo 7%, w kolejnych dwéch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.
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Odsetki moga by¢ dopisywane czesciej niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesige — o kapitalizacji
miesieczne;j.

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k. zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym r i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzrosnie do:

L:-(Hi) |
e

Przykiad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sa oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C' - co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zl.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:
w banku A: 1000 - (1 + 0.06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 4 2%)" = 1000 (1,015)* ~ 1000 1,06136 = 1061,36 [21],

w banku C: 1000- (1 + %2)™ = 1000-(1,005)*2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [21].

12
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zl, 61,36 zt i 61,68 zl.
Kapital wzrosnie wiec: w banku A — o 6%, w banku B — o E;Lqil; = 0,06136 ~
~ 6,14%, a w banku C — 0 8588 = 0,06168 & 6,17%.

1M

Roczna stope procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci = kapitalizowane
sa 1 razy w roku, nazywa sie nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, przy ktérej od-
setki kapitalizowane sa raz. na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi
nastepujaca zaleznosc:

I

LN
1+p=(1+L)

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje polroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie r. Dla jakiej wartosci stopy r opro-
centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B. r = 7,92% C.r=8%

3.13. Procent skiadany
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Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyla w banku kwote 10000 zl na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co p6l roku, c¢) co kwartal, d) co miesiac.

Cwiczenie 6
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rodzice zalozyli konto trzynastoletniej corce. Postanowili wplacac¢ na nie
200 zl na poczatku kazdego roku przez pie¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%. a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwote bedzie miala na koncie ich corka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosei 200 z1 bedzie kapitalizowana piec¢ razy, druga
wplacona rok pézniej - cztery razy i kazda kolejna wplata bedzie kapita-

lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosil:

200 - 1,05° + 200 - 1,05 4 200 - 1,05% + 200 - 1,05 + 200 - 1,05 =

= 200(1,05 4+ 1,05* + 1,05 + 1,05" + 1,05°) =  Korzystamy ze wzoru na

1_ 1"{}5 5 SLITE ':'14"5,['-';” I!_-.';('“l.'l]l‘t1‘_\‘{‘?.']“‘:‘_:"11.
=200+ 1,05 20 & 1160,38 [2]
N

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przykladzie, gdyby okres
oszezedzania byl dluzszy o piec lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplaca¢ 500 zl na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku. a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie srodki zostana zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach. a jakie
- po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie si¢ na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia. wplacali mu do banku co rok 300 z1?7 Oprocento-
wanie wynosilo 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesiac.

Cwiczenie 8

Pawel, ktory ma 25 lat, zamierza wplaca¢ 100 zl na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesiaca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?
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Zadania

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 2000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?7

a) n=2,r=5% b) n=>5,r=5% ¢} ni=10, r=3%

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 4000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?
a) n=2, r=4% b) n=25, r=3% c) n=10, r=4%

Kapital w wysokosci 600 zl zostal zlozony w banku na pieé¢ lat. Oblicz
wielkosé kapitalu po uplywie tego okresu. jezeli kapitalizacja byta roczna,
a oprocentowanie wynosilo w pierwszym roku:

a) 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach
9%, 8%, T% 1 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala
i wynosita r. Oblicz r, jesli wplacenie kapitalu na cztery lata bylo w obu
bankach réwnie oplacalne i oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie.

Jaka kwote nalezy ulokowac¢ na koncie, aby po pieciu latach uzyskac
1217 zl, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo-
wane sa co rok? Jaka kwote nalezaloby wplaci¢., aby uzyskac¢ taki sam
kapital koncowy po trzech latach?

Bank przyjal kwote 50000 zl na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. lle zyskal bank w ciagu pieciu lat. a ile by zyskal w ciagu
dziesieciu lat?

Do banku wplacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sg
kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,

bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C' — 5.6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pdél roku,

bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?

3.13. Procent skiadany
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10.

11.

12.

13.

Firma X zaciagnela w banku kredyt w wysokosci 10000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiala splaci¢ 13310 zl?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k zl na osiemnascie lat, oprocentowana 5% w skali roku z roczna kapita-
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewie¢ lat i kwota ta wzrosla do
7757 z1. Ile wynosil kapital poczatkowy k zl? Do jakiej kwoty wzrosnie ten
kapital na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochod. ktory kosztuje 40000 zl. Zakup finan-
suje ze srodkow wlasnyceh 1 zaciggnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktore wyniosa 1200 zl, ma by¢ splacony po roku. Ile srodkéw
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?

Kapital w wysokosei 1000 zl wplacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech na budowe domu zaciagnal kredyt w wysokosci 100000 zl. opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie splacany w réwnych ratach
po 30000 zl na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢
mniejsza. Odsetki naliczane sa rocznie tylko od niesplaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposob obliczania stanu zadluzenia po kolejnych
latach.

Rok Doliczone odsetki Stan zadluzenia
E | 0,1-100000 = 10000 = 100000+ 10000 — 30000 = 80000
2, 0,1 - 80000 = 8000 | 80000 + 8000 — 30000 = 58 000
3. 0.1 - 58000 = 5800 58 000 + 5800 — 30000 = 33 800
4. 0.1 - 33800 = 3380 | 33 800 + 3380 — 30000 = 7180
5. 0.1-7180 =T18 7180 + 718 — 7898 = 0

Zatem lagcznie trzeba splaci¢ 4 - 30000 + 7898 = 127 898 [zl].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosei 100 000 zl, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba lacznie splaci¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosilo 25% w skali roku?
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*3.14. Granica ciggu

M Intuicyjne pojecie granicy

Przykiad 1 Y§ & i T 5
Na rysunku obok przedstawiono wy- |- . e . . =
kres ciagu a, = 2. P TN NV O T W |
Kolejne wyrazy tego ciggu: 2, 1, % % L H * v & i , .
2, 4.... sa ,coraz blizej” liczby 0. o] 1 X
Przykiad 2
Na rysunku obok przedstawiono wy- Y}
kres {-.ia_.gu' et G
_2+ I:'" 2____._,_,._:_..:__;_...!‘..,..__,_,..'__.‘__
I{_Dlejup wyrazy ‘t‘_eg{_‘j ('_]i-!g'l_];: 11 2*_]-;-, 1%‘ ;- , I . : , ced
21, 13, 2%, 12,... sg ,coraz blizej” P N
11(:2})} 2. i |

W powyzszych przykladach wyrazy ciagu sa .coraz blizej” pewnej liczby.
Liczbe te nazywamy granicg lub granica wlasciwa ciagu. Jesli ciag (a,) ma
ranice rowna g, to piszemy: e e . -
& v iRl I N . Skrot Jim” pochodzi od tacin-

lima, =g Iy : i

H—srs . skiego stowa limes — granica.
co czytamy: .granica ciagu a, przy n dazacym do nieskonczonosci jest licz-
ba ¢” lub .ciag a, dazy do liczby g przy n dazacym do nieskonczonosci”.
Informacje te mozemy tez zapisac¢ tak: a,, — g przy n — oc.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres ciggu (a,,) i na jego podstawie podaj granice tego ciagu.

) - _E :I_l}" : e L
8} = = b) a, =1+ = e it =4 =
Przykfad 3 3 N T
Na rysunku obok I)l‘?f‘(’l‘it’lWiOl‘lﬂ .l L b ]
kres ciagu a,, = 1 + . Granica tego +..t1.___ B S 2 _'__f__'_: .
ciggu jest liczba 1, m za]m:u_]e1u},-. S I i M S’ i e e
- ) —
_fl_l};c(H;;)—l Ol 1 1 | | | [ [ | | X

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby £ > () prawie wszystkie (wszystkie z wyjat-
kiem skoniczonej liczby) wyrazy tego ciagu sa oddalone od 1 o mniej niz £, czyli
la,, — 1| < £, co mozemy tez zapisaé: a, € (1 —&:1 +¢) dla prawie wszyst-
kich n.
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Definicja
Ciag (a,) ma granice réwna g, jesli dla kazdego € > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosc:

Ian — g! <Eg

Jesli ciag (a,) ma granice réwna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.

Przyktad 4 Y4 W -t

Gl‘a,ni{:a (Ti}}gu a, = (%)ﬂ jest liczba 0.

Na przyklad dla £ = ﬁ warunek |(%)” — Ol < € jest 10 R :

spelniony, gdy n > 3, a dla e = ., gdy n > 9. ?__1_ IR
10

Cwiczenie 2
Dany jest ciag a, = 0,9". Sprawdz. dla jakich n spelniona jest nieréwnos¢
lga —0] < 5.

Twierdzenie
= Jesli g € (—1;1), to lim ¢" = 0.
F—+0
= Jesli a € (0;00), to lim {/a =1.
TG
Korzysta¢ bedziemy rowniez z nastepujacych granic:

I S S T (N
lim = =0, lim — =0, ,!I_I.liﬁ_u

n—soc T i

Twierdzenie

Jesli k> 0, to lim — = 0.

n—og T

Cwiczenie 3
Granica ciagu a, = ﬁ jest liczba (. Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja waru-
nek |a, — 0| < &, gdy:

a) € = 15, b) € = &, ) &=L, d) e =107
Przyktad 5 .
Ciag staly a,a,a,... ma granice réwnag a. Na ry- 0 U WO T O O S
L T T B T
sunku obok przedstawiono wykres ciagu a,, = % S S
2 ' (J] 1 1+ 1 1 X

: iaem: lim 2 = 2
Granica tego ciagu: ?!ﬂl;lc 5= %
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Przykiad 6

Ciag naprzemienny a, = (—1)" nie ma granicy. Vi

By to stwierdzi¢, wystarczy przyja¢ e = 5. Nie 1 - . H
istnieje liczba g taka, by wyrazy o numerach pa- ol ———=
rzystych (réwne 1) i wyrazy o numerach nieparzy- 3o e
stych (réwne —1) byly jednoczesnie odlegle od g S O S

0 mniej niz %

Twierdzenie

Ciag moze miec tylko jedna granice.

Zauwaz, ze jesli ciag (a, ) ma granice réwna g, to liczba ta jest réwniez granica
kazdego jego podciagu.

Jesli dwa podciagi ciagu (a,,) maja rézne granice, to ciag (a,) nie ma granicy.

Przyktad 7
Rozpatrzmy ciag (a, ) okreslony wzorem
2 dla n nieparzystych
Gy =
n = dla n parzystych
Podcigg wyrazéw tego ciagu o numerach nieparzystych ma granice rowna 2,
a podciag wyrazow o numerach parzystych ma granice réwna (. Zatem ciag
(@, ) nie ma granicy.

Cwiczenie 4
Czy ciag (a,) ma granice?
it dla n nieparzystych { 1+ ?l dla n nieparzystych
— — f ™
8] = 5) a,

1 — 2 dla n parzystych v2 dla n parzystych

Zadania

1. Naszkicuj wykres ciagu (a, ). Czy ten ciag ma granice?

a) a, =142 ¢) a, =sin %L e) a, = (—1)"
b) ay =4—1 d) anz(—n"-“:‘ f) an =535
2. Ktore wyrazy ciagu a, = % spelniaja warunek |a, — 0| < £, gdy:
a):r::f—, b) e = &, ¢) € = 15, d) e =107
3. Dla jakich n spelniona jest nieréwnosé |a, — g| < &7
a) g, =2, g=1, e=% b)a,=2—25, g=2, €= o

3.14. Granica ciagu
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*3.15. Ciagi rozbiezne

Y4
AFNEEEREREEE RN ERSANNN
JEEERENEREEEREREEEDEENERENE:

Ciag, ktory ma granice, nazywamy ciagiem zbieznym. O ciagu, ktory nie ma
granicy, mowimy, ze jest rozbiezny. Przykladami ciagoéw rozbieznych sa ciggi
a, = (—1)" oraz b, = sinn (wykres powyzej). Wérod ciagéw rozbieznych
wyrozniamy ciagi rozbiezne do —oc¢ i ciagi rozbiezne do oc.

Definicja
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba

naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosé a,, > M.

O ciagu rozbieznym do oo mowimy, ze ma granice niewtasciwg oc, 1 piszemy:
lim a, = oc lub a, — o0 przy n — oo.

T —xC
Przyktad 1 il
Ciag a,, = n? jest rozbiezny do oo, co zapisujemy lim n? = oc. :

——.
Prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej liczby)
wyrazy ciagu sa wicksze od dowolnie wybranej liczby M. Na
przyvklad dla M = 100 wszystkie wyrazy, poczawszy od jede- ki)
nastego, speliajg warunek a, > M. gy

Cwiczenie 1 S A O - A
Podaj, dla jakich n zachodzi nieréwnos$é a, > M. Czy dla : :
dowolnie wybranej liczby M mozna wskazac¢ takie n?

a) a, =n—10, M =100 c) ap=1/m, M=40 T
b) a, = in, M =50 d)a,=2", M=1000 o1 %
Definicja

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nierownos¢ a,, < M.

O ciggu rozbieznym do —oc méwimy, ze ma granice niewladciwg —oo, i pi-
szemy: lim a, = —o0 lub a, — —o0 przy n — oc.
ool

Ti
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Cwiczenie 2 Y}

Na rysunku obok przedstawiono wykres ciagu :

a, = —y/n. Jest to ciag rozbiezny do —oc. 0O

Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja warunek:

a) a, < —10, ¢) a, < —1000,
b) a, < —500, d) a, < —100007
Przykiad 2

Czy ciag a, = (—1)" - n ma granice niewlasciwa?

Ciag (a,) nie jest rozbiezny ani do —oc, ani do oo, gdyz jego podciag wyrazéw
o numerach parzystych jest rozbiezny do oo, a podciag wyrazow o numerach

nieparzystych jest rozbiezny do —oc.

Twierdzenie
m Jesli g > 1, to lim ¢" = . = Jedli k > 0, to lim n* = .

Cwiczenie 3
Czy ciag (a,) ma granice niewlasciwa?
—2" dla n nieparzystych
a) a, = b) a, =

—n? dla n parzystych

Zadania

27" dla n nieparzystych

dla n parzystych

1. Sprawdz, czy ciag (a,) jest rozbiezny do —oc lub do oc.

a) a, = —+n " e e) a, =0,1"

10

b) a, = (=4)" d) a,=(=2)" f) a, =(0,9))"

2. Ktoére wyrazy ciagu (a, ) naleza do przedzialu (M;o0)?
M = 50
M = 500

a) a, = %T.’-E, M =200 e) ap= —’-‘ﬁj—i
b) a, = 3n*, M = 20000 d) a, = &£,

& 2=t
h) a, =n*— 100

3

3. a) Dany jest ciag a, = ¢/n. Dla jakich n jest spelniony warunek a, > 10,

a dla jakich warunek a,, > 1007

b) Dany jest ciag a, = n*+40n*—25n. Dla jakich n jest spelniony warunek

a, > 10007

oraz r = 2, jest rozbiezny do oo.

Wykaz, korzystajac z definicji, ze ciag arytmetyczny, w ktérym a; = —100

3.15. Ciagi rozbiezne
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*3.16. Obliczanie granic cigagow (1)

Przy obliczaniu granic ciagéw bedziemy korzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Jezeli lim a,, = a, hm b, = b, gdzie a,b € R, to:
Ti—20
= lim(c-a,) =c-a, gdme ceR
T —+0C
= lim(a,+b,)=lima, + limb, =a+0b granica sumy ciagow
TL—+ 3 TI—2G T+
= |lim (a,,, — bn) = lim a,, — lim by =a— Db granica réznicy ciagow
—20 —2 TL—+20C
= lim (t‘l“ . bn) = lim @, 111'11 b. = a-b granica iloczynu ciagdw
TG TE—# 00 T—00
lim ay
o limr = 8
n—2C h'n 1]1“ hn -b
1 —+00
gdy b ?6 01 b, -‘,Ié 0 dlan € N.;. granica ilorazu ciagéw
Przykiad 1
]
LT — B *+iIn-1
Oblicz granice ciagu a, = *—3"—.
. 5n%43n-1 . e o B 1 " S W |
lim ——— = lim (u+— -—2) =5+ ]lim=—-lim —5=5+0-0=35
n—+3 T f—+ T T m—ne Th n—ae T
Cwiczenie 1
Oblicz granice ciagu (ay, ).
—2n%44 _ 6n®—4n’4n (n+1)2
a) a, = — 5 b) a, = ———— c) a, = —
Przyktad 2
a) Oblicz granice ciagu a,, = 75
W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n:
a1 lim (3+ L 34 lim L
lim 3241 _ gy S L ==z ”‘( ”) = fX T sl R
n—oc 4n4+2 n—oc 44 — lim (4+£) 4+ lim = 440 4
= m Fo—s

In?-n+l

u?11+2?1+2 /

2n2—n+1 i 2-
lim ———— = lim
n—oc on<4-2n4-2 n—oax H+4

b) Oblicz granice ciagu a, =

Licznik 1 mianownik utamka

G b2

$Ito 3I-
“Jm “J-

p— 2
podzielilidmy przez n”.

\\

—
—_—

Cwiczenie 2
Oblicz granice ciagu (a,).

n+3 _ 1-4n
10n—6 b) an = 2n—5

a) G, =
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Cwiczenie 3
Oblicz granice ciagu (a,,).

—8n?-3n+1 3nd—n?42 1-4n—Tn3
a) Qn == —m——s——— t.}ﬂ.:— Cl gy == ——a
) an 2n?—n-3 ) an 4n3—3n+3 ) an 2n3+4
Przykiad 3
S CUN S _ In42Mn43)
Oblicz granice ciagu a,, = Bt @1
Z kazdego czynnika wylaczamy n przed nawias. 0 0
7 A
: b T 3 El 2 3
lim hi-t—?”’-"t-i—ﬁ} = lim " (l+n)(1+n = lim (1+n)(1+ﬂ) - i
n—x (2n+1)(3n-1) 00 -n2(2+r—1¢ (3—%) —a (24_%)(3_.}:) [§
\"{} \“n

Cwiczenie 4
Oblicz granice ciagu (a,,).
(6n—1)(2n+1)

(2n+1)3 _ (n*=2)(2n+1)

H*} ly = (n+2)(4n—1) {.') On = (n42)3 E} U = (6n—4)(n241)
_ (2n47)(4+5n) _ (n+1)! Y . = (3=2n%)(n-6)
b) an = (3n+5)(4-3n) ) O = o)t ) an = (2n—5)
Przykiad 4
1424...4+n

blicz li 5
Oblicz Jl_{ljlc 56004

Licznik ulamka jest suma n wyrazow ciagu arvtmetycznego, zatem:

/[IJ/{]

1 .:_lﬂ .
i 2EETeid g i = lim nin? lim ﬂ —e ()
n—s  dnd34+4 n—se 3n34+4 n—a 6n348 St ﬁﬂ% G
. _ N
Cwiczenie 5
Oblicz granice.
s 14-24-34...4n ; 2444+-6-...4+2n . 44+84+124...4+4n
a) lim b) lim 2 ¢) lim
'} K n—2n? ) n— l4+n+n? ) n—ax 1434+5+...4+(2n—1)
Przyktad 5
& . 41‘1_2
Oblicz lim :
noe 3 .47 A0
2
lim n—2 — Yira 1—gm — 1 Dzielimy licznik i mianownik
=+ 3-4n =3¢ 3 ulamka PrEcs 4™,

Cwiczenie 6
Oblicz granice ciagu (a,,).

_n4 : _ 3"4+6 . gngm
d} tn = on (") n = 3n4] f") y = An_3.7n

. 2” . 211+3rT . Eﬂ_aﬂ
]}) Ap = 243,20 d} An = an._qn f) Qn = 4N 45 . 8n

3.16. Obliczanie granic ciagow (1)
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Przy wyznaczaniu niektorych granic mozna skorzystac z ponizszego twierdze-
nia.

Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli wyrazy ciagéw (a, ). (b,) i (¢,) spelniaja nieréwnosé a,, < b, < ¢, dla
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a, = lim ¢, = g, to
n...'x. n..--x

lim b, = g.
n—o

Przykiad 6
Oblicz granice ciagu a, = /10" + 7.
Zauwazmy, ze dla n € N prawdziwe sa nierownosci:
V10" < Y10" + 77 < /10" + 10" = ¥/2- 107
lim V10" = lim 10 = 10 oraz lim ¥/2.10" = ?}il:li ¥2-10=1-10=10.

=0 Ti=—+O =20

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim /10" + 7" = 10.
==

Cwiczenie 7
Oblicz granice.

a) lim /6" + 8" ¢) lim ¥/3.20+4.7n e) lim 7 +sinn

b) lim v/4m — 2n d) lim /27 437 4 4n f) lim ¥/3-4" — cosn
e n—x n—

Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze /4" — 2" =4{/1 — 27,

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,,).

8) a, = 2‘ n+8 ¢) a, = —6n+n->5 e) an = —An?+4n?+2n-1
T an+4d T 14n43n2 i n _gnd4dn2+1
3n‘—12 10012 +1 : 8nS46n%—4nt
B) =g d) a, = —f+ f) a, = F+ T_ 0
2n=+4+3n nd+3n ne+n'—n*

2. Oblicz granice ciagu (a,).

2 2 JI e - SR

a) @i (?H_Z}.. {_.} a4, = (n —HH&. 4n=) {’) = In"—n<4+2n+1
(2n—1)2 (n—1)(n3+1) (n+1)(n?—n+1)
2n-+3)3 —1)(3n+1)2 : 1)%(2n-1)2

b) = {(2n+ }I d) = (n—1)(3n+1) f} i (n+1)*(2n-1)
(n+3)3 (3n—1)(n2+4) (n+2)4

3. Oblicz granice ciagu (a,,).
E omn 5N AT 46 . gn 3. 6" +4n—§-l
a) anp = o b) a,= o c) a, = FreT Ty
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4. Oblicz granice ciagu (a,,).

_ 14243+...42n . 10007

a) an = n2+1 d) an = 14+3+54+7+. . . +(2n+1)
4n?—3n+1 2+4+4+6+. ..+(2n+2)
} , — 3 —
) an 1L2483L 0040 e) an n3+4+2n+5
14243+. . .+n+(n+1) 1-243-4+. .. +(2n—-1)-2n

e) gy = £ ag=
) an 14243+...+n ) an n+4

Korzystajac z podanej obok informacji, oblicz

granice. lim {/n=1
T—+20
a) lim V/3n b) lim V5n?
TL—+30C Ti— 20

Oblicz granice ciagu (a,,).

H) i, = {1/65”_{,_?3& {;) a, = {/m (-.} a, = 100 sinn
" vn
Om I n e n 3{:06'!12
b) a, = 9" — 3 d) ay = {fon+(-1)" ) a, = 220
N Si=1-4, =34+ 3 S=dod+b i iogomie

1
1
Sﬂ::]- ]._l_! %_{_

I 3 l n R [, [
o shedb ;';‘{‘...4—;';. O]}ll(.é?!'ﬂ.ljltsﬂ.
O 1 1 O 1 O I O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometrycezna sum Sz, S5, Sig i Sag.

B Mok So=L (A) 0. (B) 4208 s - (B)°

T Tl T T TL Tl b
Oblicz lim S,,, korzystajac z tego, ze:
TE—00

n(n+13{2n+1)

124+ 22438 +...+n?= L

L L b 3

/| 1

0 % 1 O 1 O 1 0O |

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum So, Sy, Ss i Sig.

3.16. Obliczanie granic ciagow (1)
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*3.17. Obliczanie granic ciagow (2)

Dla ciggéw majacych granice niewlasciwa oo zachodza ponizsze wlasnosci.
Analogiczne wlasnosci zachodza dla ciagéw majacych granice —oc.

Jesli lim a, =cc i lim b, = o0, to lim (a, + b,) = o0

T D0 Ti—*0C Ti—2

= Jesli lim a, = o0 i lim b, = b, to lim (a, + b,) = <.

T 00
= Jedli lim @, = o0 i lim b, = o0, to lim (a, - b,) = .
T30 Ti—+0 Ti—O0
= Jesli lim a, =00 i lim b, =b >0, to lim(a, -b,) = oc.
e —=00 N30
s Jedli lim a, = o0 i lim b, =b < 0, to lim(a, -b,) = —oc.
n-—+0c n—oc n—+c
Cwiczenie 1
Ile jest réwna granica lim (a, - b, ), jesli:
i S
a) lim a, =00 i lim b, = —o0, b) lim a, = —oc i lim b, = —o0?
Tk TR — X A—C
Przyktad 1
Oblicz granice ciagu a, = n' — 100n* —5n. _ TR,
g y
i ; - . . 1[}[] 5
lim (n* — 100n* — 5n) = lim n* (1 — = - 3;) = 00
—0C fl—+00 = LEoS

Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) lim (6n° —2n* —2022) b) lim(=7n"+10n" +3) ¢) lim (n —nt).2"

Lf 8 ] S g &
Jesli ciag (b,) o wwazacll niezerowych ma granice b 5 () oraz:
1 €
* lim a, = o0, to lim == h = 00, gdy b > 0, oraz lim == b = —o0, gdy b < 0,
rn—oo n—og Un ¥ n
v a
# lim a, = —o0, to lim =% = —o0, gdy b > 0, oraz lim =% = oo, gdy b < 0.
T—+30 Ti—#2C '{;"n, T4 bﬂ,
Przyktad 2
i LT — 3n°—2n41
Oblicz granicg ciagu a, = “5==—
/ piss ,-r” H..fH Po podzieleniu licznika i mianownika
o T In __+ przez n° otrzymujemy utamek.
lim ————— = lim -—-;i-—-'*';- = 00 ktérego licznik jest rozbiezny do oco.
n—x 2N +5 = 24+ = s - - . '
n* a It'lliEI]H‘l.‘n.'I'Ilk ma I‘_.{Tfil]]!'i__: I'flﬁ']i}]_ 2.
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Cwiczenie 3
Oblicz granice.

; 2-r1“—-:12+2 . rL:i—2?12+1 r 4—|—5u—2115‘

A) Hmii = b) Iim —m——— ¢) lim —————

} n—se AnS4+6 } n—se 6+n—n? } n—isc 81n2—0,5n"
Twierdzenie

Jedli lim a,, = a, gdzie a € R, oraz lim b, = oo (lub lim b, = —o0),

Ti—xC n—0C Ti—0C
gdzie b, # 0 dla n € N, to lim =% = (.
n—2C 1
Przyktad 3
10n~ —dn

Oblicz granice ciagu a,, = 5r—==.
Lz Po podzieleniu licznika i mianownika

' 10n2 —dn . 10— %f’ przez n* .1:1'1'-?.;'.'!ltat.]mn_\' 1.35‘:1:11{:k.
by e . T — e = Orego NCENNS Ma Zranice rowia 4
it —g=————— = lim — ={ ki licznil : 10
n—~c NP+6n<+5 n—x N6+ =5 . : WG, PO Sy, 0 (I E
He a mianownik jest rozbiezny do oc.
o 0
Cwiczenie 4
Oblicz granice.
; 100n+8 . 20n?4-6n 5 12n2-1
a) lim ——— b) lim ————— ¢) Im ———
) n—no N24+bn } n—se 6Bni+4n } nne N2—m

W nastepnym przykladzie wyznaczany jest lim (a,-b,). gdy lim a, = oc oraz
T =30

lim b,, = 0.

Przyktad 4
Oblicz lim (a,, - b,).
—x
1 1 1 . . . . 2
B) S =1" 0 =" lim(a, +b,) = lim (n°:- =) = limn°* =00
L n—o n—oC T TL—+30
3 1 . . 3 1 v 1
b) e, =n°, b, = =, lim (a, -b,) = lim (n”-— ) = lim = =0
3 T e L — T rn—ne T2
c) ap=n’ by ==, lim(a, - b,) = lim {n°- =) =lim2=2
n: n—oc s L R—03
—1)n . : C e »
d) a, =n, b, = f n) ., granica ciagu (a, - b,) nie istnieje (uzasadnij).

Zwrocmy uwage na to, ze gdy linﬁlc an, =001 }il}l b, = 0, granica ciagu (a, b, )
moze nie istnie¢, natomiast gc;i'y istnieje, ni{;: n?fo:'cemy podaé jej wartosci bez
szcezegolowej analizy danego przykladu.

Méwimy woéwezas, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym [oc - 0]

Inne symbole nieoznaczone to miedzy innymi: [oc — o], [<] oraz [8].

3.17. Obliczanie granic ciagow (2] 205



Twierdzenie

Jesli lim a, = o0, gdzie a, =2 0 dla n € N, to lim /a, = oc.

Ti—+20 o

Przyktad 5
Oblicz lim (vVn+ 9 — vn + 4).

Mamy tu do ezynienia z symbolem nieoznaczonym typu [co — oo]. Granice
obliczamy, mnozac i dzielac roznice pierwiastkow przez ich sume.

i B _ i W9 -yn+d)(vn+9+vn+d)
VRWatl= dngd =g i+ VT d =

(n4+9)—(n+4) _ 5

=?!Ill;j( v+ 9+vn+4 ?!1111 v+ 9+ vn+4 =10

Cwiczenie 5
Oblicz granice ciagu (a,,).
a) ap,=vn+2—-+yn+1 d) a,=n—+vn?—n
h) n =V4n—1—+/3n+5 e) a, =V2n2+4—vVn2+5

ap, = VaAn® 4+n— 2n f) a, = V6n2+n—6n?—
Zadania
1. Oblicz granice ciagu (a,).

a) a, =n?—10n ¢) ap =n®—-2n+1 e) a, = —n*(6n —n?)

b) a, =n?—n* d) a, =100n* —0,1n* f) a, =n(l—n)(2—n?)

2. Oblicz granice ciagu (a,).

2n241 nl4+2n-5 (2n+3)(3n—-1)2
a) Gy = d) a, = ——— ) A =
) A n—=_ } s n%—-n+3 f:) & {(n—1)(1-n)
nv—1 3n—n3+nt (2—n)*(44+n)
b) a, = = e) a, = ——— h) a =
) @n 2-n? ) @n 9+n?—6n ) @n (24n)%(6+n)
—n14100 . Ind-n2-1 ; {Zﬂn—l}{]*—ﬁ?lz}l
¢l a, = ——— i) a, = —— 1) @=
) an 5—n2 ) an (4n+1)2 ) an (n3®42)(1-2n)

3. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, =5" —3-2" ¢) G, =2"4+4-T"=5" e) a,=4"—=6-2"-100
'h) Bi= 4:: + bn 8” (.l} a, = _211 + 8:; + =] f} 5 = 3?: +4n . 1271
4. Oblicz granice ciagu (a,,).

41
M1 6

46"
b) a, = T e} =

4" -3 8" 42

a) a, = T
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5. Oblicz granice ciagu (a,,).
_ Wn-n _ V341 _ni-ym _ 2n-— ¥z
a) a, = e b) as= e ] @= s d) a, = —
6. Oblicz lim a,,.
L dlan <500 2 dlan < 1000
a) A, = s ¢) a, = 2
fntl  dla n > 500 2 dla n > 1000
5—n? dlan <100 S dla o < 1000
h) L 5241 d) n = 3
== dlan > 100 24l dla n > 1000
7. Oblicz granice.
a) lim (V3n+2—+v3n+1) d) lim (\/?13 +2 —V2n? +J)
b) lim (VIn—3-v2n+10)  ¢) lim (V22 +1-Va?+2)
¢) lim (\/nﬂ +2n—1-— n) f) lim (\f 2n2 —n —V2n2 + 3n + 4)
[ St W Ti=—2OC
* 8. Oblicz lim 2t tdnt.. +n”
L vVant+n+1
* 9. Dla jakich wartoéci parametru k ciag (a,) jest rozbiezny do oc?
. kn _ (k* —=1)n® —n - 100
a) an = lk—2|n+3 b) an = kn
*10. Wyznacz granice ciagu (a,) w zaleznosci od parametru p.
; __{p+ 2yn? 4 (p+ 1)n - (4p2 — 9)n? — pn?
a) ay = [p? —4n? 4+ 6 b) an = |2p - 3ln? +n
Twierdzenie
m Jesli a, < b, dla kazdegon € N i lll’ﬂ G, = 00, to lim b, = oo.
n—+00
= Jesli a, < b, dla kazdegon € N i hm b, = —oc, to lim a, = —oc.
n—s0C R

[o] 11.

[D]*12.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, uzasadnij, ze:

a) lim (n +cosn) = oo, ¢) 11111 (n? —sin2n) = x
b) lim (2y/n 4 sinn?) = oo, d) 11111 (tg X — 2n) = —oc.

Niech a,, bedzie suma odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do 27, czyli:
oy =141, a=1+3+3+1 a=1+3+3+3+2+1+3+1, ...

Uzasadnij, ze lim a, = oc.
=20

3.17. Obliczanie granic ciagdéw (2)
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*3.18. Szereg geometryczny

Przyktad 1
Rozpatrzmy ciag geometryczny o wyrazach 2 ¢ T
1 k.1 L —L'—...
poczatkowych: 12 Ly %y 50 SE e LN | P2 e
tego clagu g = 5, wigc suma jego n poczat-  Suyma pél wszystkich kwadratéw
kowych wyrazow dana jest wzorem: jest rowna 4.
n
_2(1-(3) ) 1y7
SHZT%—:d(l_(E) )

Czy mozna obliczyé sume S =24+1+1 4 % + % + # + ... wszystkich wyrazow
‘ ‘ ’ . = . n
tego ciagu? Poniewaz S, — 4 przy n — oo (gdyz (l) — 0 przy n — o0),

2
przyjmujemy, ze suma S = 4.
Definicja

Wyrazenie a, +a,q+aq” +a,q° +. .. nazywamy szeregiem geometrycznym
o wyrazach: a,, a,q, a,q*. a;¢°. ... i ilorazie g.

Sume S, = a; +ag+a,¢g°+...+a;¢" ' nazywamy n-ta suma czeSciowa tego
szeregu. I tak:
S] =i, Sg = a; + a4, S;; = a; + a9 +H|q2. s

Jesli istnieje granica wlasciwa S = lim S,,, to granice te nazywamy suma
T+

szeregu, szereg nazywamy zbieznym i piszemy: S = a; + a;q + a,¢°> + ...
W przeciwnym wypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przykiad 2

: gk . . % ; 4 4
Wyznacz n-ta sume czesciowg szeregu geometrycznego 12 +4 + 2 + 5 + ...,
a nastepnie oblicz sume tego szeregu.
Pierwszy wyraz szeregu a; = 12, a jego iloraz ¢ = 1. Zatem n-ta suma cze-
Sciowa wyraza sie wzoremni:

Sﬂzlﬂif%Y)zlﬁl—(Qw

1
3

Obliczamy sume szeregi:
- . - n
S=1lm§S,=1lim18(1—(3)") =18
=0 =00 =
Cwiczenie 1
Wyznacz n-ta sume czesciowa szeregu geometrycznego, a nastepnie oblicz
sume tego szeregu.

&) L+g+i+mta.. bl I=3+ & —d+-

1
16 G4
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Twierdzenie
Szereg geometryczny o ilorazie ¢ € (—1; 1) jest zbiezny. Jezeli a, jest pierw-
SZyIl wyrazem szeregi, to suma szeregu wyraza sie Wzorem:

S =: i1
1-q

Dowdd. Dla |¢| < 1 mamy lim ¢" = 0. Zatem:
n—a

. * ﬂ. 1_(.”' ﬂ
S = lim S” = lim 1(1-q") — A1
e X 1—qg l—q

Przykiad 3
Oblicz sume szeregu geometrycznego 3 + :i = % + 3 +...

125

= L]

€ : 5 Br
Mamy a; = 3, ¢ = 1 € (—1:1), zatem suma S = o = 2 =18 =33
Cwiczenie 2
Danych jest nieskonczenie wiele odeinkow. Pierwszy z nich ma dlugosé %
a kazdy nastepny jest 2 razy krotszy od poprzedniego. Ile jest réwna suma
dhigosci wszystkich tych odeinkéow?

3
8 16

] =
k| 4

=

Cwiczenie 3
Oblicz sume szeregu geometryeznego a; + a;q + a9 + ...

a) a; = 100,¢=0,9 b) a; = 12, q:% c) @y =2— V2, q::e.?

Przykiad 4
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0,(61) = 0,616161... = 0,61 + 0,0061 + 0,000061 + ... =

i1l
61 61 61 o5 61
100 + 1002 + 1003 s = 1_T1' S99

(1]
b) 0,5(027) = 0,5027027027... =
= 0.5+ 0,0027 + 0,0000027 + 0.0000000027 + ... =

27

— i E woon 1 27 1

_U’d+1—; =21 5900 — 2
1000

1 93
+ 370 = 188

Cwiczenie 4
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.
a) 0,7777... b) 0,343434... c¢) 0,1121212... d) 0,0123123123...

3.18. Szereg geometryczny
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D] Przyktad 5

Uzasadnij, ze szereg geometryczny 1 + % + % + % + ... jest rozbiezny.

loraz szeregu ¢ = 2. Wyznaczamy n-ta sume czedciowa:

; 1—(&)"
Sp=ltdtd+o+ () = =—2+2. ()
Badamy granice:

lim S, = lim (-2+2-(2)") =0

lim 5, = lim (-2+2-(3)")

Zatem szereg jest rozbiezny do oc.

Twierdzenie
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; # 0 i ilorazie g jest:
= zbiezny, gdy |q| < 1, = rozbiezny, gdy |g| = 1.

Uwaga. Jesli a; = 0, to szereg ma postac 04+040+... Jego suma jest réwna (.

Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci o szereg geometryezny jest zbiezny?

a) z + 222 + 42 + 827 + ... ) I+ =+ 5+ = +...

b) l—z+a2%—a*+... d) 1+ 1+1I2 + {1+:1r2}2 e (1;‘:2]3 +...
Przykiad 6

Rozwiaz réownanie: 4 + 4(z — 1)+ 4(x — 1)* + ... =2 + 3.

Lewa strona rownania jest szeregiem geometrycznym o plerwszyin wyrazie
rownym 4 i ilorazie ¢ = & — 1. Szereg ten jest zbiezny, gdy |z — 1| < 1,
czyli dla x € (0;2). Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
1 otrzymujemy:

4 —_— L . —
m —.I-+<_J)/ (2 .I.)

4=—-z*—2+6
24+r—-2=0
r=—-2lubz=1

—2 & (0:2), zatem rozwiazaniem réwnania jest liczba 1.

Cwiczenie 6
Rozwigz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.

aY mr il L i — D 1 L T e = 1
a) z—x*+*—a'+...=2x-1 b)1+2.r+41 H2r =14 =
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Zadania

1. Sprawdz. czy szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) 10+9+8 + 284 d) V3+1+ H+5+...
b) —125—-25—-5—1—... e) I4+ET 4%
¢) 2—448-—-164... f) =24 S—gdat —..

2. Sprawdz, czy szereg geometrycziy o pierwszym wyrazie a; i ilorazie g jest
zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) ag =v2-1,¢g=v2+1 b)ai=v2+1,g=v2-1
3. Uzupelnij brakujaca informacje dotyczaca szeregu geometrycznego zbiez-
nego o pierwszym wyrazie a;, ilorazie ¢ i sumie S.

a) a :tgé},qzl—x/ﬁ,Szﬁ ¢) ay =E-.f}=3:l{515=10{}

b) a, :—%:q:!?_LS:—% d) a1 = —-2v2, ¢=[2], S = -3v2
4. Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0.(1) ¢) 0.0(2) e) 0.(60) g) —5,(45)

b) 0.(9) d) 1,3(6) f) 1.8(81) h) —1,(1001)

5. Suma pierwszych trzech wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest réwna 56, a suma wszystkich jego wyrazéw jest réwna 64. Oblicz
cztery poczatkowe wyrazy tego ciagu.

6. Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego jest row-
na ;1 a iloczyn trzech poczatkowych jego wyrazow jest réwny —1. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

7. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagn geometrycznego jest
rowna 9, a suma jego wyrazow o numerach parzystych jest réwna 3. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest
rowna 6, a suma jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 12.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

8. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciagu geometrycznego o ilo-
razie g = —% i pierwszym wyrazie roznym od zera jest dwukrotnie mniejsza
od sumy kwadratow jego wyrazow. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoiiczonego ciagu geometrycznego jest
rowna 20, a suma kwadratow jego wyrazow jest réwna 24(). Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.
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Dla jakich wartosci o szereg geometryczny jest zbiezny?
1 1 1

' Ve 12
a) 14+ 2z —3)+ (22 —-3)"+... h)l+x+1+{m+1}?+(z+1}3

i

10. Rozwiaz rownanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.
a)z+14+(x+1)P+(x+1)+...=82" -1

1 1 1 e B
b) —+ = T T =7 t2+l

11. Wyznacz dziedzine funkeji f 1 naszkicuj jej wykres.

a) fle)=x+a*+a®+.., ¢) fz)=1424 F+...
b) f(x)=—z+a*—a® +... d) fla)=—-1+2-5+...
12. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
2

. s r—-1 (fx-1
a) f(z) = -1+ (H) 4.

N 14 x4 (z-4)?
b) flz) =-1+ = (E&‘d) +...

13. Spirala (rysunek obok) sklada sie z pol-

14. Na rysunku obok przedstawiono poczat- T

. 212 3.

okregow o promieniach 2, 1, %, Th s

a) Oblicz dlugosé spirali.

b) Wyznacz wspolrzedne takiego punk-
tu P. ze spirala przecina kazdy z odcinkéw
OPF i PA w nieskonczenie wielu punktach.

Rozpatruje sie rowniez szeregi inne niz geometryczne. Na prayklad szereg
odwrotnosci liczb naturalnych zwany szeregiem harmonicznym:
T A |
l+=4+=+=-4+=-+...
sl e e
jest rozbiezny do oo, podezas gdy szereg harmoniczny rzedu 2:
1 1 1 1
1+§§*+§§"+E§+E§—+...

2
jest zbiezny i jego suma jest réwna -.

kowe fragmenty spiral. Spirala S; skla-

dajaca sie z odcinkéw o dlugosci 1, 1. ’ ]
%._ .-_Il* ... ma nieskonczona dlugosé. Oblicz

dingosé spirali S, skladajacej si¢ z odcin-

kéw o dlugodei 1, 0.9, 0,92, 0,93, ... 51 Sa

Ciagi



3.19. Zagadnienia uzupetniajgce

M Ciagi ograniczone

Ciag (a, ) nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje liczba M taka,
ze a, < M dla kazdego n € N,..

Przyktad 1 ey P bbb

Rozpatrzmy ciag a, = 20n —n2. Poczatkowe wyrazy ?g
tego ciagu (wykres obok) to: 19, 36, 51, 64, 75, ... Czy 60 _ *

ciag ten moze przyjmowac dowolnie duze wartosci? ol
Korzystamy ze wzoru na wspolrzedne wierzcholka :'1[] '
paraboli bedacej wykresem funkeji f(z) = 200 —2® 2\
1 otrzymujemy y,, = 100. Ramiona paraboli sa skie- 10 '
rowane w dol, zatem a,, < 100 dla kazdego n € N. S A
Ciag (a,) jest ograniczony z gory przez liczbe 100. O] 123 45X

Zauwaz, ze w definicji nie wymagamy wskazania najmniejszej liczby ogra-
niczajacej dany ciag z gory. W przykladzie ciag (a,, ) jest ograniczony z gory
rowniez przez liczby: 105, 110, 200 itp.

1. Wymien kilka liczb ograniczajacych ciag (a,) z gory.
a) a, = 10n — n? b) a, = 100n — 2n? ¢) ap = —n*+ 1dn — 40

2. Podaj definicje ciagu ograniczonego z dotu.

3. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,). Czy ciag ten jest ograni-
czony z dolu? Czy jest ograniczony z gory?

ﬂ) (i, = 2?1.2 — 10 ])) [ R _.l_

e 4 ¢) a, =ncosnmw

Definicja
Ciag (a,,) nazywamy ciagiem ograniczonym, jesli jest jednoczesnie ograni-

czony z dolu i z gory, czyli istnieja liczby m i M takie, ze m < a,, < M
dla kazdego n € N .

@ 4. Wykaz, ze ciag (a,) jest ograniczony.

. - - 0 , 500 , .
a) a, = 5sinn + EL b} ay= % +2cosn? ¢) a, = ﬂ:— -+ SRt + 5
() = Tn
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@ 5. Uzasadnij, ze cigg rosnacy jest ograniczony z dolu, a ciag malejacy — ogra-

niczony z gory.

Jesli ciag rosnacy jest ograniczony z gory, to ciag ten ma granice. Podobnie
ciag malejacy ograniczony z dolu. Twierdzenie to zwykle formuluje sie

krotko:

Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

. 2 a . L. . s
Mozna wykazac, ze ciag a,, = (1 T #) jest rosnacy i ograniczony, zatem
jest zbiezny. Jego granice oznaczamy litera e. Jest to liczba niewymierna,
jej przyblizona wartos¢ jest rowna 2,718281828.

Mozna tez udowodnic, ze liczba e jest suma szeregu:
L, 3 1 1 1,1
1+ﬁ+ﬂ+§+¥+g+a+...

. ) 1000

= . o 1 450 Ly 100
6. a) Oblicz (1+ )", (1+15) . (14 o5
b) Oblicz przyblizona wartosé liczby e z dokladnoscia do piatego miejsca
po przecinku, przyjmujac, ze:
N TR S - [
EN1+F+E+E+E+E+E

B Indukcja matematyczna

O prawdziwosci twierdzenia dotyczacego liczb naturalnych nie mozemy
wnioskowaé na podstawie sprawdzenia pewnej (nawet bardzo duzej) liczby
przvkladow. Twierdzen dotyezacych liczb naturalnych dowodzimy, korzy-
stajac z twierdzenia zwanego indukcja matematyczna.

Zasada indukcji matematycznej

Jezeli wlasnosé dotyczaca liczb naturalnych spelnia warunki:

1. jest prawdziwa dla n = 1,
2. dla kazdej liczby naturalnej & = 1 zachodzi wynikanie: jesli wlas-
nosé jest prawdziwa dla liczby k. to jest prawdziwa dla liczby k+1,

to wlasnosé jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

Warunek 1. nazywamy krokiem poczatkowym, warunek 2. nazywamy kro-
kiem indukcyjnym.
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D] Przykiad 2

[b] 7.

Stosujac zasade indukeji matematycznej, udowodnij, ze suma n poczatko-
wych liczb nieparzystych wyraza sie wzorem:

14+3+5+...+(2n—1) =n

Dowod indukeyjny

1. Sprawdzamy prawdziwosé wzoru dla n = 1:
lewa strona L = 1, prawa strona P = 12, zatem wzoér jest prawdziwy.

2. Zakladamy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej k& = 1 (zalo-

zenie to nazywamy zalozeniem indukcyjnym), czyli:
14+34+54+...+(2k—1)=k?

Korzystajac z tego zalozenia, wykazemy, ze wzor jest prawdziwy dla

liczby &k + 1:

I1+3+a+...+(2,&_1)]4_{2{!;-{-1} 1)=k2+(2k+1) = (k+1)2
;l_'..‘

SprawdziliSmy, ze wzor jest prawdziwy dla n = 1, a nastepnie wykazali$my,
ze z prawdziwosci wzoru dla dowolnej liczby naturalnej k& = 1 wynika jego
prawdziwosé dla k+1. Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej
wnioskujemy, ze wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n = 1.

miim

2 b d N A A A

I ! |

Dobra ilustracja zasady indukcji matematycznej jest domino. Kiedy mamy
pewnosc, ze wszystkie kamienie sie przewroca? Pray spelnieniu dwoch wa-
runkow:

1. musi sie przewroci¢ pierwszy kamien,
2. przewrdcenie ktéregokolwiek kamienia (k-tego) pociaga za soba prze-
wrocenie nastepnego ((k + 1)-szego).

Stosujac zasade indukeji matematycznej. udowodnij. ze dla kazdej liczby

naturalnej n = 1 zachodzi ponizsza réwnosc.

?l} 1+24+3+...+n= M d) 14214924+ 49201 =9n_1
2 ¥ : (] 1)(2n+1

b) 124204, 4nd=mEblOnD g Aiaidy 4l L

¢) 3454+...4+(2n+1)=n(n+2) fy 1°4+2°4+...+n°* = %n. (n+1)2

b
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D]  Przykiad 3
Stosujac zasade indukeji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n liczba 4™ 4 5 jest podzielna przez 3.

Dowod indukceyjny

1. Sprawdzamy prawdziwosé¢ twierdzenia dla n = 0: 4" + 5 = 6 oraz 3|6,
zatem twierdzenie jest prawdziwe.

2. Zakladamy, ze dla liczby naturalnej k, liczba 4% + 5 jest podzielna
przez 3. Pokazemy, ze wtedy liczba 4*t! 4+ 5 jest podzielna przez 3.
7 zalozenia. ze liczba 4% + 5 jest pﬂdzi{*lua przez 3, wynika istnienie

liczby calkowitej a takiej. ze 4% + 5 = 3a.
Stad 4% = 3a — 5, czyli:
4" 4 5 =444+ 5=(3a—5) 4+5=120— 15 =3(da — 5)

Zatem liczba 41 4+ 5 jest réwniez podzielna przez 3.

Na podstawie zasady indukeji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowol-
nej liczby naturalnej n liczba 4™ 4+ 5 jest podzielna przez 3.

@ 8. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze:

a) 6|n® —n, e) 12]10" — 4 dla n > 2,
b) 3|n® 4 2n, f) 9|4™ + 15n — 1,
¢) 6ln” + 11n, g) 97" +3n -1,

*d) 30|n® — n, h) 610"+ 4* = 2.

[El 9. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij. ze
suma katow wewnetrznych n-kata wypuklego jest rowna
(n—2)-180°.

@ 10. Udowodnij twierdzenie, stosujac zasade indukeji matematyczne;j.

1 [n 3}

a) Kazdy n-kat wypukly ma == przekatnych.

b) n prostych dzieli Iﬂﬂbéﬂ;ﬁ}’ml{? na co najwyzej 2" czesci.

@ 11. Odgadnij wzér ogblny ciagu (a, ). Postawiona hipoteze udowodnij, stosujac
zasade indukeji matematycznej.

a; = 1 1 = 1
ﬂ) {'.)
Apy1 =an+2, n 21 Upi1 =ap+2n+1, n>21
Oy =
b) { =
n’n+i
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |

1. Oblicz ay — bs.
" _ B-n o +1 n—1 o n?45 __ Gn—=8
d‘} y = Tu 'I}n = (_1}” ) T b} y — T br.r. =5

[p] 2

10.

nl{n+1)in+2)

2 . Uzasadnij, ze kazdy

Oblicz wyrazy a,. a2, az i ag ciagu a, =
wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotonicznosc.

. 1 _ n+3 : _ 9-4n?
a) b, =4-— ik b) b, = —— c) b, = SiE
Wyznacz wzor ogolny ciagu arytmetyeznego (a, ).
a) aa=2,a4=26 b) as =0, a; =9 ¢) ag =2, ajp=—10
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetyeznego (ay, ).

a, +as =T (y — ay =4 -ty =06
a) b) c)

"l ayras =10 Qo+ Gy =32 (o + gy = 8

Oblicz 6smy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,).
a) az = —10, as = —40 b) ar + ag = 10 c) ay=1,a9—ag =206
Oblicz sume S;,» ciagu arytmetycznego (a,,).
a) 1) = ?1 o = 29 C) Ia = EL 10 = 21 E} i = lﬁ, S;i eSS ":3‘2
bigy=38 r=2 d) ap=-8,r=3 f) a3 = —4, S;p = —15

Oblicz sume S,y ciagu arytmetycznego (a,,).
D

3

C] a, = 95 gg + A1y = 150

=11 d) ag=b,a3=(b+1)% ay—a,=2

e g
a) a; = 3 Q100 =

b) a;p = =1, a100

Lewa strona rownania jest suma kilku poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.
a) 3+5+7+...+x =43 c) 2+ T+12+... + & =156

b)8+6+4+...+x=-220 d) -7T—3+14+...42=110

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.

Zestawy powtdrzeniowe
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11. Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.
E‘l) br; =g h} EJ“ =3-5" C) bﬂ — 2311—1

12. Oblicz wyrazy od czwartego do dsmego ciagu geometrycznego (ay, ).

a) a; =3, q=2 b) {11::—-4,11':-% ¢) as =—25,a3 =35

13. Oblicz wyrazy az i a; ciagu geometrycznego (a,,).
a) ag = 100, ¢ = 10 ¢) ag=1,a3-a4=3
b) as =4, a; =128 d) a; + a3 = 10, a3 = —8ayg

14. Oblicz sume S; ciagu geometryceznego (a,,).
{_'.) Ly = 1, as + az = 20
{U i = —4.. Sg = —12

1
2

b) a; = -10, g ==

a) a; =3, ¢=
1
2

15. Dla jakich wartoéci x liczby a, b. ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego, a dla jakich kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego?

a) a=r—Nb=x—-6,c=2r—4 b) a = -6z, b= 3z, ¢ = 2*

16. Oblicz 2a; — by.

a =13 by =0
a)
sy = (—2)" -a, dlan > 1, bps1 =b, —(=1)"dlan 21

) gy =1 2 by =1 1
Opy1 = G, +n° dlan > 1. bpsi = by + AAED dlan>1
17. Podaj rekurencyjne okreslenie ciggu (a,, ).
a) a, =n’—3n+1 Gl G = —%
b) a, =4+ % d) a, = logn

18. Do banku wplacono 2000 zl na dwa lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co kwartal, ¢) co miesige?

= . P . . : *

=i 19, Kapital w wysokosci 800 zl zostal zlozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczng. Oblicz wysokosé kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-
szych miesiecy roczna stopa procentowa wynosila:

a) 6%, a przez szesé¢ pozostalych miesiecy — 3%.

b) 3%, a przez sze$¢ pozostalych miesiecy — 6%.
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W Zestaw I
1. Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,,).
—n+2 2n+1 2n2+1 E—-3n
a) Gy = b) a; = , = : d) a, =
) an 3 ) an 2n+3 ) an 2n? ) an 2n+1
2. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a, ).
gy =3 a; =1
a) )
day=a;+1dlanz1 i1 =1—a,dlanz>1
g =1 Gy =2
b) d)
Apny1 =ap—2dlan =21 n41 = 2a, dlan > 1

Wykaz. Zze dla kazdej wartosci parametru ¢ ciag (a, ) jest rosnacy.

ay = t a; = t
a) .- b) {n

Api1 = ap(a, +1)+3dlan>1 any1 = za, +1dlan>1
S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,, ). Czy ciag (a,) jest aryt-
metyczny?

a) S, =3n%+3n b) S, =n*+7

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednoczesnie ciag arytmetyczny
i clag geometryczny, to jest to ciag staly.

a) Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 6, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 7, tworza ciag geometryczny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wy-
znacz te liczby.

Suma trzech wyrazéw by, by, by ciagu geometrycznego (b, ) jest réwna 6. Je-
sli od ostatniego wyrazu odejmiemy 18, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciagu arytmetycznego. Oblicz by, by, bs.

a) Dany jest skonhczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 9, a suma wszystkich wyrazow jest
cztery razy wieksza od sumy wyrazow o numerach parzystych. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

b) Stosunek sumy dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometryczne-
go do sumy trzech poczatkowych wyrazow wynosi % Oblicz siodmy wyraz
tego ciagu, jesli wiadomo, ze pierwszy wyraz jest rowny 12.

Zestawy powtdrzeniowe
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IE] 9. Cutery okregi polozone sa jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jesli ABC = 60° i |[AB| = 2v/3 cm,
to suma dlugosci tych okregow jest wieksza
od 18.6 cm. Oblicz sume pdél kot ograni- A
czonych tymi okregami.

10. Pola pieciu trojkatéw réwnoboceznych
tworza clag geometryczny o ilorazie é

a suma tych pél jest réwna 31/3.

Oblicz obwod najwiekszego spo-

srod tyeh trojkatow.

B C
11. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, = —sn' 4+ 10n* + 102n &) a, = L300
d o ¢ 2 ; i i no— \m—i_S
2n?+4 3n*+5n+6
b) n= —w'_—i_i‘i'_ f} y = u_
2nd4n?—6n 6n+4n+3

o (4—n2)(4+n?) (1-n)(6—n2)
T 2n3-n241 (24n)(8—n?)

= o3
d) a, = Gin—n h) a, = 34+n

Vvan+n \/nd + 4

g) Gy =

12. Oblicz granice ciagu (n”
a) a, =+\n—vn+ b) a, =vni+1—+n

13. Dla jakich wartosci parametru b ciag (a,,) ma granice réwna 27

iy S (b+1)n-+3 " (b+4)n+b
14. Oblicz sume szeregu geometrycznego.
) 124 Ly, b (L4 /3 + VR 10V, |
15. Przedstaw ulamek okresowy w postaci utamka zw:,rklegu,
a) 0,(12) b) 0.(342) c) 2,4(23) d) 3,(9)

16. Wyznacz dziedzine i wzor funkeji f oraz naszkicuj jej wykres.
- z \? _ : r—2 r—2\?2
fla) = (m__) foo b) fl@)=1+: 3+(__r_3) +o.

17. Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.

PR N, S . ., - il .
a) s+z+3528+ 720 +... =2 ¢) 1+20+42%+... = —

g = 01 1 __ 16 ; 1 1 6n?+5n
l}} % 2 + 4 B T = 5 fl) 1+ 2 + ad +-- fll_ni 2n+41
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Sposob na zadanie @

Przykiad 1

Rozwiaz réwnanie:
1 +sine +sin’z+sin®r 4 ... =2+ 2sinz, gdzie x € (0; 27)
Lewa strona rownania jest szeregiem geometryceznyim o pierwszyim wyrazie
a; = 1 i ilorazie ¢ = sin x.
Szereg ten jest zbiezny, gdy |sinz| < 1, ezyli dla z € (0:27) \ {%, %?T}

Wowezas rownanie przybiera postac:

1 . )
— =24+ 2sinx /(1 —sinx
l—sinx = ! { }

2 —-2sinz=1

S I |
sin”r = 3
sing = —-";—E lub sinx = ﬂ

Odpowiedz: z € {Z, 37, 27, Ir}

Przykiad 2

Rozwiaz rownanie:
. 5 _ i i ", w
2tgx +2tg*r + 2tg’z + ... = V3, gdziex € (—5, -2-)
Lewa strona rownania jest szeregiem geometrycznyin o pierwszym wyrazie
ay = 2tga i ilorazie ¢ = tg? .
Szereg ten jest zbiezny, gdy:
|tg® x| < 1
-l <tgr <l
i i
z€ (—5%)
Wowezas rownanie przybiera postac:

e = V3 /- (1-tg*a)
\/3— Vitg?r =2tgx
V3tg2a +2tger —v3=0
Podstawiamy t = tgx 1 otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
V3t2 +2t—/3=0, VA =4
—v3 lub t= "’f—E

Wracamy do niewiadomej z: tgz = —v/3 lub tgz =

1-

V3
3"

Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, gdyz nie spelnia warunku |tg® x| < 1.

Odpowiedz: » =

oo
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu:

2. o 2 2 2
— n*=T — n*49 — n*4dn __ 2n~—8
A d. = = B. a, = e C. 6. = ) D. a, = —

2. Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a, = Tn — n°. Najwiekszy wyraz
tego ciggu jest rowny:

A. 16, B. 12, C. 10, D. 6.
3. Ciagiem malejacym jest ciag:

A. a, =n®—9n, C. gy = 'i: L

B. a, = —n* + 3n, D. a, = 3:1,:

4. Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, = v/2n — n. Suma n poczatko-
wych wyrazéw tego ciagu jest réwna 66v/2 — 66 dla n réwnego:
A. 13, B. 11, C.9, D. 6.

5. Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,) wiekszych od 10
i mniejszych od 100 jest rowna:
A. 1595, B. 1485, C. 1375, D. 1265.

E - - - - - . - i}
6. Ciag (a,) jest niemonotonicznym ciagiem geometryeznym takim, ze a3 = 9
oraz ay = 27. Suma piatego i szostego wyrazu tego ciagn jest rowna:

A. 162, B. 243, C. 324, D. 543.

7. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktorym as, = 21 a; = 0,25. Suma
Sy tego ciggu jest rowna:
A. 6,25, B. 6.5, €. 795, D. 8.25.

8. Liczba /2 jest granica ciagu:

2_ = 2
A. q, = -4 C. a, = Zn—yBn?

n+1 1—2n=
— Von-6 — 2-/2n?
B. , = 5 IR D. y, = . o
1qe = b —6 L= - 106 ] e s W J— -
9. Ciaga, = g3 na granice niewlasciwa oc dla b réwnego:
A. -2, B. 0. Gl D 2.

10. Suma szeregu geometryeznego o pierwszym wyrazie réownym 1 — /3 i ilo-
razie réownym 2 — /3 wynosi:

A. 83, B. -1, C. V3, D. V3+1.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Zbadaj monotoniczno$é ciagn a, = —2E3

nt2’
Zadanie 2 (2 pkt)
Wykaz, ze ciag (a, ) okreslony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.
a = —3
ne1 =0, +n2—n+3dlan>1
Zadanie 3 (2 pkt)

Suma wyrazow skonczonego ciggu geometrycznego jest rowna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny 9, a iloraz 4. Z ilu wyrazow sklada sie ten ciag?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Obwod trojkata prostokatnego jest réwny 24. Oblicz dlugosci bokow tego troj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arvtmetyczny.

Zadanie 5 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych cigg arytmetyezny jest rowna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 6 (5 pkt)

Dlugosci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodzacych

z tego samego wierzcholka tworza ciag geometryczny. Prze- ~
katna prostopadlodcianu ma dlugosé v/84 cm, a jego obje-
tos¢ jest rowna 64 cm®. Oblicz pole powierzchni caltkowitej
tego prostopadloscianu. .

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma pieciu poczatkowych wyrazow rosnacego ciagu arytmetycznego jest row-
na 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 11. Ile co najmniej
poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba dodac, aby otrzymac sume wigksza
od 1007

Zadanie 8 (4 pkt)

Suma trzech poczatkowych wyrazow monotonicznego ciagu geometrycznego
jest rowna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-
szym wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.

Przed matura

223 I



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Dwa srodkowe wyrazy ciagu geometrycznego skladajacego sie z czternastu
wyrazow sa rowne kolejno 6 i 3v/6. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu. Zako-
duj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,). Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby.
Gi=l, 85= V2
(1-an

2
lpnt1 = H_1]| dla n =2
=

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz granice ciagu a, = v3n2 + 6n — V3n2 + n + 6. Zakoduj cyfre jedno-
Sci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz sume szeregu geometrycznego 1 + sin % + 5i112§ + ... Zakoduj cyfre
jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby,

Zadanie 5 (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o wyrazach calkowitych. Suma wyrazow
pierwszego, drugiego i piatego jest rowna 27, a liczby ay — 1, ao — 1 i as — 4
tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzor ogélny ciagu (a,,).

Zadanie 6 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 7. Jesli od ostat-
niej z nich odejmiemy 1. a pierwsze dwie pozostawimy bez zmian, to otrzy-
mamy ciag arvtmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (4 pkt)

[loczyn trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest réwny 2'?, a suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna 64. Oblicz
sume jego wyrazow o numerach nieparzystych.

Zadanie 8 (5 pkt)
Znajdz liczby x € (0;27) spelniajace nierdwnosc:

1 —cos2r +cos?2xr —cos* 2+ ... >

el
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